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Exercice 1.

Déterminons tout d’abord la forme trigonométrique de z (qui se préte mieux aux calculs avec des puissances).

1 1+14 ) 4 . s .
On remarque que T 3 et que 1+ 4 = /2¢"™/* d’ott Pon déduit successivement :
—1

L (1+414)? _ (1+14)° _ (ﬁ)5(em/4)5 _ edim/4 _ @6—31'#/4‘

(1—14)3 8 8 V2 2
On vient d’obtenir la forme trigonométrique de z. Sa forme algébrique s’en déduit facilement :
V2 [—V2 \[ _1 _ lz
2 2 27

z = \f (cos(—3im/4) + isin(—3ir/4)) =

2 2

Exercice 2. L’égalité demandée est équivalente & la suivante (il est souvent préférable de chasser les déno-
minateurs) :
|2+ 2 + 22" |+ |z + 2" = 22" =2 (2] + |¢]) .

On note A le membre de gauche, et B = |z| + |7/|.
En élevant A au carré (technique souvent employer quand on étudie des modules), on obtient :

=(lz+2 +2" |+ |24 2 - 22"\)2
=242 422"+ |24+ 2 =222+ 2242/ + 22| |2 + 2 + 22"
= e+ +2P + |z 4+2 - 22" 2+ 2 (2 + 2"+ 22") (2 + 2" + 22")|

:|z+z’+2z"|2+]z—l—z'—22”|2+2’(z+z) — 4"

=242 4+22"P+ |2+ 2 — 2z"|2+2’(z+z 422! car 2% = 22
=242 +2" P+ 2+ 2 = 2" P+ 2|(2 - 2)?|.

De l'identité du parallélogramme, on déduit que :

242 + 22"+ |24 2 —22")2 = 22+ 2P + 222" > = 2|z + 2> + 8|27
=2z + 2/|? + 8|22/| = 2|z + Z|* + 8|2||).

On obtient finalement :

A? =20z + 2|2 + 8)2||2| + 2|z — 2|2
=2(|lz+ 2P+ |z = )P+ 4)2]|¢]) .

L’identité du parallélogramme, appliquée de nouveau, permet de conclure :
A% =2 (2122 4+ 212/ + 4lz||2']) = 4 (|2]* + |#/]> +2|2||2']) = 4 (|]2] + |z’])2 = 4B2,

d’ott 'on tire immédiatement (puisque A, B > 0) que A = 2B, comme demandé.




Exercice 3.

1. (a) Par définition de '’exponentielle imaginaire, on a : z = e2im/T,
D’apres la formule de Moivre, 27 = (62”/7)7 = eTXUT/T = 2im — ]
(b) L’écriture z = e2™/T donne la forme exponentielle de z, qui est donc de module 1 (et dont un

argument est 27/7).

2. (a) Ona:
6 6
S+T=z4+224+25=> F=-14) 7
k=1 k=0
2T —1
=1+ 1 (remarquer que z # 0)
z_
=-1 (car 27 = 1).

(b) On développe le produit ST, pour obtenir :

ST =24+ 25+ 20 4327 + 284 29 + 210
=244+ 8432422428 (car 2T =1).

(c) Les relations coefficients-racines permettent d’affirmer que S et T sont les racines du trindéme
22— (S+T)x+ ST =2 +2+2.

3. (a) La partie imaginaire étant compatible avec ’addition, on obtient :

ImS =Imz+ Im 2% + Im 2*
= Im e/ + Im e*™/7 4 Im 57/7 d’apres la formule de Moivre
=sin27/7 + sindw /7 + sin 87 /7
=sin 27 /7 + sindn /7 —sinn /7.

(b) La fonction sin étant strictement croissante sur [0; /2], et étant données les inégalités
0 < 7/7 < 4rn/7 < 7/2, on peut affirmer que sin4r/7 > sin27/7 > sinw/7. On en déduit que
sindn /7 — sinw/7 > 0, puis finalement que Im S > sin27/7 > 0, comme voulu.

(c) S et T sont les racines du trinome x? + 2 4 2. Le calcul de ces racines fournit les deux complexes
—1+4V7

5 . La partie imaginaire de S étant positive, on obtient finalement :

It e A V) e A

5 2 2




