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Feuille d’exercices n° 2

1 Sous-espaces vectoriels

Exercice 1.1. Dans R?, donner une interprétation géométrique des sous-ensembles suivants
et déterminer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :

Fy={(z,y) € R? |3z +2y =2} Fy={(z,y) e R? |z +2y =0}
Fy = {(z,y) e R*|zy = 1} Fy = {(z,y) e R?*|2* —y* = 0}
Fs = {(x,y) e R?|sin(z +y) =0} Fs = {(z,y) e R*|2> +¢* < 1}
Fr={(z,y) eR? |z +y =1} Fy = {(z,y) € R? |z = 2}
G1={(u,3u)|u € R} Go ={(2u+v,3v)|u e R,v € R}

(
s={(u+v,u—v)|ueRveR}

Q

Exercice 1.2. Dans R?, donner une interprétation géométrique des sous-ensembles suivants
et déterminer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :

F1 ={(z,y,2) € R®|3x + 2y + 5z =0}
(z,y,2) ER3 |z + 2y — 2 = 3}
(r,y,2) ER3| 2?2 + 92 + 22 =1}
(2,9, 2)
(

r,y,2) ER3 |2 4+2y+2=0et 30 +2y — 2 =0}
.’L',y,Z)ERg‘.’IJ—y:O}

(u,3u,5u) |u € R}
(24+v,u+3v,1—v)|ueRveR}
(Bu—v,2u+v,u+v)|u € R,v e R}

{
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Exercice 1.3. Donner un exemple de deux sous-espaces vectoriels 5,7 non nuls de R? tels
que

a) SUT ne soit pas un sous-espace vectoriel.
b) SUT soit un sous-espace vectoriel.
On pourra s’aider d’un dessin.

Exercice 1.4. Peut-on trouver un sous-espace vectoriel de R3 ayant un seul élément ? Deux
éléments distincts?

Exercice 1.5. Dans le R-espace vectoriel C, donner une interprétation géométrique des
sous-ensembles suivants et déterminer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :

Fy={ze€C*|arg(z) =n/4+ km,k € Z} U{0}
Fy={ze€C||z|=1}

F3={z€eClz=7%}

Fy={z€C|(B3+1i)z+ (3—1i)z=0}



Exercice 1.6. Les sous-ensembles suivants de R? sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

1. Fy ={(z,y,2) 6]R3|xy:()}

2. L’ensemble S; des solutions (x1, x2,x3) du systeme

201 —xo+x3 =0
—41‘2+7l‘3=0
1+ 3x0 — 623 =0

3. L’ensemble Sy des solutions (x1, x2,x3) du systeme

201 —xo+x3 =1
—dxo+Tx3=0
1+ 3x0 — 623 =0

4. L’ensemble V des vecteurs (x,y,2) € R? orthogonaux au vecteur (—1,3, —2).

Exercice 1.7. Soient D une droite vectorielle de R? et A la réunion du vecteur nul et des
vecteurs n’appartenant pas & D. L’ensemble A est-il un sous-espace vectoriel de R? ?

Exercice 1.8. Dans l'espace vectoriel R[X] des polynomes a coefficients réels, on considere
les sous-ensembles suivants. Lesquels sont des sous-espaces vectoriels 7 (on note deg(P) le
degré d’un polynoéme P, et on pose deg(0) = —o0).

Fy ={P e R[X]|
Fy={PeR[X]|d
Fy = {P € R[X]| de
Fy={P eR[X]|P
Fs = {P e R[X]|P
Fe={P e R[X]|P
F; = {P eR[X]|P

deg(P) = 3}
eg(P)

<4 ou P est pair}

g(P) <4 et P est pair}

(X +1) = P(X) }

(X) +1=P(X) }

unitaire, c’est a dire de coefficient dominant égal & 1}
sans terme constant }

Exercice 1.9. Dans l'espace vectoriel des fonctions de R dans R, on considere les sous-
ensembles suivants. Lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

Fr={f
B ={f
By ={f
Fy={f
s ={f
Fs={f
B ={f
Fy={f
Fy={f

R—=R|VzeR, f(z) >0}
:R—=R|VYneN, f(n)=0}
R—=R|Vn(neNetn>0), f(n)=1}
'R — R| limy 4o f(2) existe et est finie}
‘R = R| limy 400 f(z) = L0}

'R — R| limy— 40 f(x) =0}

:R — R| f est paire}

R—-R|VzeR, f(—z)=—f(x)}
:R — R| f est bornée}

Fio={f:R—=>R[f(1) =0,f(4) =0,f(3) = 7}

Exercice 1.10. Dire si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels.
a) L’ensemble des fonctions f de classe C2 (c’est & dire deux fois dérivables avec dérivée
seconde continue) vérifiant f” + 2f = 0 dans C?(R).



b) L’ensemble des fonctions f vérifiant fol sinz f(z)dz = 0 dans C°([0, 1]) ('ensemble des
fonctions continues de [0, 1] dans R)

c) L’ensemble des fonctions f vérifiant f(0) = 7f(1) + fol t3f(t)dt dans C°([0, 1]).

d) L’ensemble des primitives de la fonction = e® sur R dans ’ensemble des fonctions de
R dans R.

Exercice 1.11.
Les ensembles de suites de nombres réels suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de
I’espace vectoriel des suites de nombres réels?:
- I’ensemble des suites arithmétiques ;
)
- ’ensemble des suites convergentes ;
- ensemble des suites de limite £ ;
9 : 4Aola aatiafaia i . — :
- Pensemble des suites (u,) de réels satisfaisant la relation : u,411 = up + Up—1 ;
- I'ensemble des suites (u,,) de réels satisfaisant la relation : up+1 = ufl ;
- Pensemble des suites (u,) de réels satisfaisant la relation : wu, 41 = n2u,.

2 Familles de vecteurs génératrices, espaces engendrés

Exercice 2.1. Soit E un espace vectoriel. Soient x et y deux éléments de F. Le vecteur x
est-il combinaison linéaire de x et y 7 Le vecteur nul de E est-il combinaison linéaire de x et

y?
Exercice 2.2. Application directe de la définition d’espace engendré Montrer que la

famille (vy,v2), ot v; = (1,2) et vo = (—1,1), engendre R2.

Exercice 2.3.

Soit D la droite vectorielle de R? définie par I’équation cartésienne : 2z — 3y = 0.
a) Compléter : { Z

de D.

_ t. pour que ce systeme soit une représentation paramétrique

b) Donner une autre représentation paramétrique de D.

¢) Donner deux vecteurs différents vy et ve tels que D =Vect(v) =Vect(ve). Quelle est
la relation entre ces deux vecteurs

Exercice 2.4. Appartenance a un sous-espace vectoriel engendré

a) On considere les vecteurs de R3 suivants : e; = (1,1,0), ea = (1,0, —1), e3 = (1,2, 1),
et eq = (0,1,—1). Le vecteur u = (2,1, —1) est-il combinaison linéaire de e, ey, et ez 7
Y-a-t-il plusieurs choix possibles pour les coefficients de la combinaison linéaire ?
Le vecteur v = (0,0, 1) est-il combinaison linéaire de ej, eg, et e3 ?
Reprendre les questions ci-dessus en remplagant (e, ea,e3) par (e, e2,e4)”.

b) Soient dans R* les vecteurs u; = (1,2,3,4), ug = (1, 2,3, —4).
Peut-on trouver des réels x et y pour que (z,1,y,1) €Vect(ui,uz) 7
Méme question avec (z,1,1,y).



Exercice 2.5. Dans R3, montrer, de deux maniéres, que les vecteurs a; = (1,2,3) et ag =
(2,—1,1) engendrent le méme espace sous-espace vectoriel que by = (1,0,1) et bp = (0,1,1) :

a) en écrivant ay et az comme combinaisons linéaires de by et bg, vous obtiendrez une
des inclusions. Un calcul simple, vous donnera ’autre.

b) en comparant I’ équation qui caractérise Vect(aq, az) et celle qui caractérise Vect (b, b2).

Question subsidiaire :
Les deux équations paramétriques suivantes définissent-elles le méme plan ?

T =A+2u x =A
y =2xA—p y =p
z =3A+p z =A+p

Exercice 2.6. Dans R?, on considere les plans d’équations :

2c+3y+42=0 Hy
r+y+2=0 H»

a) Donner une représentation paramétrique du plan H;. En déduire des vecteurs u et v
tels que H; =Vect(u,v).
b) Donner une représentation paramétrique de Hy N Hy et 'exprimer avec la notation

Vect.

Exercice 2.7. Ou 'on voit que tous les paramétrages ne sont pas linéaires
Parmi les sous-ensembles suivants de R?, dire lesquels sont des sous-espaces vectoriels (on
pourra s’aider éventuellement d’une représentation graphique) :

r =t x =2t xr =rcost
a){y =t? b){y =5t c){y =rsint (r>0)
z =3t—-1 r =3t-3
d){ y =4t+3 e){ y =—t+1
Exercice 2.8. Comparaison de sous-espaces vectoriels définis par leurs générateurs
a) Dans R, comparer les sous-espaces vectoriels F et G suivants : F' = Vect( (2,3,1), (1,—1,2))
et G = Vect( (3,7,0),(5,0,+7))
b) Dans R* on pose : u; = (1,0,1,1), ug = (—1,-2,3,-1), ug = (—5,-3,1,-5) et
v = (—1,-1,1,-1), voa = (4,1,2,4). Comparer Vect(uy, uz,us) et Vect(vy, va).

Exercice 2.9. Exercice 3 du controle continu 2002 (Voir les deux derniéres pages)

Exercice 2.10. équations de sous-espace vectoriel

a) Démontrer que le sous-espace vectoriel F; de R* engendré par les vecteurs a; =
(1,2,0,1), aa = (2,3,0,3), et a3 = (3,2,1,2) peut étre défini par une équation que l'on
déterminera.

b) Démontrer que le sous-espace vectoriel Ey de R* engendré par les vecteurs by =
(2,—1,4,0) et bg = (—1,0,—3,4) peut étre défini par deux équations que I'on déterminera.



3 Famille libre, base

3.1 Avec les définitions de famille génératrice, de famille libre et de base

Exercice 3.1. Sur une feuille de papier quadrillée, dessinez trois vecteurs dont les origines et
les extrémités sont situées sur des intersections de lignes. Trouvez une relation de dépendance
linéaire entre ces trois vecteurs.

Exercice 3.2. Soient u, v, w trois vecteurs de R® non colinéaires deux & deux. Peut-on
affirmer que la famille (u,v,w) est libre 7 Si oui, le démontrer, sinon, donner un contre
exemple.

Exercice 3.3. Soit n € N et (uy, ug, us, uq) une famille libre de vecteurs de R™.
Les familles suivants sont-ils libres ?

a)(U1,UQ,U3,U4,0) b)(u172u27u3)
c)(uy, 2uy + us, us) d)(3uy + ug, ug, usz + ug)
e)(ur — uz,ug — u3, U3 — Uq, Ug — U1)

Exercice 3.4. Trouver une relation de dépendance linéaire non triviale entre les vecteurs
ar = (3,1,—-1), a2 = (—1,1,2), ag = (1,—1,1) et ag = (5,—2,3).

Exercice 3.5. Donner une famille génératrice, puis une base des sous-espaces suivants de R?
Ap ={(z,y) eR*lz+2y =0}, Ay ={(a+b,a—Db)la,beR}

Exercice 3.6. Reprendre 'exercice précédent, dans R?, pour les ensembles suivants :

Ay ={(z,y,2) e R*|lz +y + 22 = 0}
Ay ={(a+b,a—ba+b)labeR}
Az = {(z,2z,2)|x € R}

Exercice 3.7.
a) Résoudre et discuter le systeme linéaire suivant :

1 + 29 + 3x3 + 1024 = by
1+ 2x0 + 23 + 44 = bo
1 + 3x9 + 4x3 + 13x4 = bg

b) Dans I'espace R3, on se donne les quatre vecteurs suivants :
vy = (1,1,1),v2 = (1,2,3),v3 = (3,1,4),v4 = (10,4, 13)

Monter que la famille (v1,v2,vs3,v4) est génératrice de R? mais n’est pas libre et donner une
relation de dépendance linéaire. Trouver une base de F' = Vect(vy, ve, v3, v4) extraite de cette
famille.

Exercice 3.8. Dire si les vecteurs suivants sont linéairement indépendants ; s’ils ne le sont
pas, déterminer un sous-ensemble maximal dont les vecteurs le sont, et écrire les autres
vecteurs en fonction de ceux-ci.

a) (0,1,1,1),(=1,0,1,-1),(1,1,0,2) dans R* considéré comme espace vectoriel sur R



b) (3—i,1+14,2—2i,4,1),(1,1,1—4,2—1i,4),(3,1+2i,3 —1i,1+3i,0) dans C® considéré
comme espace vectoriel sur C

c) 1—z,2—2%1—22 2z — 2% dans R[z] considéré comme espace vectoriel sur R

d) sin,cos dans {f : R — R} considéré comme espace vectoriel sur R

Exercice 3.9. A l'aide d’opérations élémentaires sur les vecteurs, déterminer une base et la
dimension des sous-espaces vectoriels engendrés par les familles de vecteurs suivantes :
a) up = (3,1,-1), upg = (-1,1,2), ug = (1,-1,1), us = (5, -2,3) dans R3 ;

b) Uy = (27577)7 Ug = (_1a4a 0) ; Uz = (37_172) dans RS ;
c) ur=(1,2,3), ug = (3,2,1), uz = (3,3,3), ug = (5,0, —5) dans R3.

Exercice 3.10. ”Questions de cours”
a) Donner une base et la dimension de R? comme espace vectoriel sur R

b) Donner une base et la dimension de C3 comme espace vectoriel sur C

c) Donner une base et la dimension de C3 comme espace vectoriel sur R

Exercice 3.11. Avec des polynémes
Dans 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels : R[X], vérifier si nécessaire, que
les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels et en déterminer une base.

Fi ={PeR[X]|P(X)=aX?>+bX(X -T7)+c}
Fr=Vect(X, X(X+1),X +1)

F3=Vect((X —1)2,X?-1,X+1,X —1)

Fy = {P € R,[X]| P(X) multiple de (X% +1)}

Exercice 3.12. Exercice III du contréle continu 2003 et Exercice 2 contrdle continu 2002
(Voir les deux dernieres pages)

Espaces de fonctions

Exercice 3.13. Soit E l’espace vectoriel sur R des applications de R dans R. Soit F' le
sous-espace vectoriel engendré par la famille de fonctions (f1,..., f1) :

fi(z) =sh(x), fo(z) =ch(x), f3(x) =", fa(x) =™ 7.

Déterminer une base de F'.

Exercice 3.14. Soit E 'espace vectoriel sur R des applications de | — 1, 1[ dans R. Soit F' le
sous-espace vectoriel engendré par la famille de fonctions (fi,..., f1) :

1 1 2 x+5
file) = ——. fole) = oy fs(@) = 5= fale) = 5—
Montrer que la famille (f1, f2) est libre.
Déterminer une base de F. (Pensez a la décomposition en éléments simples)

Exercice 3.15. Pour tout z réel, E(z) désigne la partie entiere de z.

Soit E 'espace vectoriel sur R des applications de [0, 2] dans R. Soit F' le sous-espace vectoriel
engendré par la famille de fonctions (fi,..., f5) :

Ai(@) = 1=, fola) = |1 - al, fo(2) = E(@), falw) = 2B(@), f5(x) = 1 + 2.

Montrer que la famille (f1, fa, f3) est libre.



Déterminer une base B de F' contenant la famille (f1, fa, f3). Quel est la dimension de F'?
Soit g € E, définie par g(x) =2+ 4z, si x < 1 et g(xz) = 0, si z > 1. Montrer que g € F et
donner ses composantes dans la base B.

Exercice 3.16. Montrer que dans l’espace vectoriel des fonctions de R dans R, la famille
de fonctions (f1, f2, ..., fr) définies par fi(x) = sinz, fo(z) = sin 2z, f3(x) = €*, fa(x) = |z,
f5(x) =e*, fo(x) = cosz, fr(x) = cos 2z forme une famille libre.

(penser a exploiter la dérivabilité, le comportement & Uinfini, la parité...)

En déduire une base de F' = Vect(fi1, fo, ..., f7).

Exercice 3.17. Soit F I'espace vectoriel sur R des applications de R dans R, et n un entier,
n > 1. On note ¢; : R — R T'application définie par x +— coskx et s : R — R D'application
définie par z +— sinkx

a) Montrer que (s1, S2, ...., ) est une famille libre (on pourra raisonner par récurrence).
b) En déduire que (cg, ¢1, C2, ...., ¢,) est une famille libre,
puis que (¢g, €1, €2, ..., Cn, S1, 82, ..., Sp) est libre (penser a la parité).

Exercice 3.18. Montrer que la famille (f,)q.cr des applications de R dans R définies par
fa(x) = |x — a] est une famille libre. Donner une base de Vect((fa)acr)-

3.2 Avec les théorémes du cours sur
famille génératrice, famille libre, base, dimension

Exercice 3.19.

a) Soit (u1,us,us) une famille génératrice de vecteurs de R3. (ug,u3) est-elle une famille
libre de R3 ?

b) Soient (u1,uz,us) une famille génératrice de vecteurs de R?, et v un vecteur de R2.
o (u1,u2,us3,v) est-elle une famille génératrice de R? ?

e (u1,us,u3) est-elle une famille libre de R? ?

Exercice 3.20. Dans R* on considere les quatre vecteurs :
11 1 1)

U1 = (17_17070)a V2 = (1707 _170)7 U3 = (170707 _1) et vy = (57 57 _57 _2

a) Vérifiez que v1,v9, v3 et vy appartiennent au sous-espace vectoriel F
d’équation x +y + z + ¢t = 0.

b) (vi,vs,vs,v4) est-elle une famille libre de vecteurs de R* ?
c) (vi,vo,v3,v4) est-elle une famille génératrice de vecteurs de R* ?

d) (vi,v2,v3,v4) est-elle une base de F' ?
Exercice 3.21. Dans l’espace vectoriel E = R3[X], On considére les quatre polynomes :
P(X)=6—-X3 P(X)=X>-2X’-X, PB3(X)=X?-3X+1, PL(X)=X>-X?—4.

a) Soit F={P e E | P(0)+ P'(0)+ P"(0) + P"(0) = 0}.
Montrer que F' # E et vérifier que les quatre polynémes précédents sont dans F'.



b) (Pi, P, P3, Py) est-elle une famille libre de E?
c) (P, Py, P3, Py) est-elle une famille génératrice de E 7
d) (P, P, Ps, Py) est-elle une base de F' ?
Exercice 3.22. Dans I'espace R*, vérifier que les vecteurs a; = (1,2, -1, —2), az = (2,3,0, 1),

ag = (1,3,-1,0), ag = (1,2,1,4) sont linéairement indépendants et calculer les coordonnées
de b= (7,14, —1,2) dans la base (a1, az,as, aq).

Exercice 3.23. Dans l'espace C3, vérifier que les vecteurs a1 = (1,—1,7), az = (1,—1,1),
ag = (i,1,—1) forment une base et calculer les coordonnées de b = (1+14,1—1i,7) dans la base
(a1, az,a3).

Exercice 3.24. Comparaison de deux sous-espaces

a) Dans R* on considere les quatre vecteurs : vy = (1,-1,3,2), v2 = (3,—-1,0,1),
v3 = (1,1,—6,-3), et v4 = (0,2,—9,—5). On appelle F le sous-espace vectoriel de R*
engendré par (vi,ve,vs3,vy).

1. Déterminer la dimension de F' et en donner une base.
2. Donner un systeme d’équations cartésiennes de F'.

b) Soit G = {(x1,22,73,24) € R*|21 — 29 + 223 — 424 = 0}. Montrer que G est un
sous-espace vectoriel de R* et donner une base de G.

c) Montrer que FF C G. A-t-on F =G ?
Exercice 3.25. Déterminer une base sur R pour les sous-espaces vectoriels suivants, et la

compléter en une base de tout ’espace.
a) VeCt((L 27 1)7 (07 17 3)7 (27 27 _4)) - R3

b) Vect((1,3,0),(2,3,-3)) N Vect((1,1,-3),(1,4,3)) C R3
c) {(w1,22,73) € R®|221 + 29+ 23 =0} C R?
Exercice 3.26. Déterminer une base sur C pour les sous-espaces vectoriels suivants, et la

compléter en une base de tout ’espace.
a) Vect((2+1i,1+1i,i),(1+ 3i,2i,—1+ 2i)) C C3

b) Vect((1,0,i),(0,1+i,1—4)) N {(z1,22,73) € C3| (4 +i)r; —22 =0} C C3
Exercice 3.27. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R", donner une base de F' et
sa dimension dans les cas suivants :

F={(x1,...,zp) e R"z1 + 22+ ... + 2, = 0}
F={(z1,....,2p) e R 11 +2p =204+ 20 =... + Ty = Tp_1 + x, = 0}
Exercice 3.28. Avec des parameétres

a) Déterminer, suivant les valeurs de « la dimension sur R du sous-espace vectoriel
Vect(a,b,c) ot a=(1,1,a),b=(1,a,1), c= (o, 1,1).



b) Déterminer les réels A et p pour que les vecteurs suivants soient dépendants et donner
une relation de dépendance et la dimension de ’espace qu’ils engendrent.

v = (3,2,—1,3),v2 = (1,0,2,4),v3 = (1, =3, \, )
c) Montrer que dans R* la famille de vecteurs :
v =(1,0,1,0),v3 = (0,1,0,1),v3 = (o, 5,7, 9)
est de rang 3 si et seulement si o # v ou B # 4.

d) extrait du partiel d’avril 2000
Soient m, by, by, by des réels. On considere dans R? les vecteurs
uy = (17 17 1)7“’2 = (17 27 3)7“3 == (37 17 m)7u4 - (bl7 b27 b3)

1. La famille (u,u2,us,uyq) est-elle libre?

2. Déterminer I'ensemble des nombres réels m, tels que la famille (uq,usq,us) soit libre.
Dans ce cas montrer sans calcul qu’il existe A1, Ag, A3 réels tels que
Ug = AUy + Ag2ug + Azus.

3. On suppose que la famille (u1,ug,u3) est liée. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré
par (u1,ug, u3).

(a) Donner une base de F'. Quel est la nature géométrique de F'?

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur by, be, b3, pour que uy
appartienne a F'.

3.3 Choisir une base adaptée au probléme

Exercice 3.29. Interpolation de Lagrange

Montrer que les polynomes : P;(X) = X (X — 1)(X —2), P»(X) = X(X — 1)(X —3),
P3(X) = X(X —2)(X —3), Pa(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3) forment une base de R3[X].
Exprimer dans cette base le polynéme P tel que P(0) =3, P(1) = -2, P(2) =5, P(3) =T.

Exercice 3.30. Soit F = Q[X] l'espace vectoriel des polynémes & coefficients dans Q.
a) Démontrer que toute famille de polynémes (Py, P, ..., P,,...) dont le degré est égal a
I'indice est une base de E.

b) En utilisant la base Py = 1,P, = X,...,P, = (1/n)X(X - 1)--- (X —n + 1),
déterminer les polynomes @ tels que Q(a) € Z pour tout a € Z.

Remarque : La base trigonométrique de 1’exercice 3.16 est souvent utilisée en physique
pour approcher les fonctions "naturelles” périodiques.

4 Somme et Somme directe

Exercice 4.1. Dans R? muni de sa base canonique (e, 2, €3), les sous espaces E et F suivants
sont-ils supplémentaires?

a) E= {(ZC,]J,Z”%‘ =Y = Z} et F = VeCt(€1,€2)



b) E ={(3t,3t,t),t € R} et FF ={(2u+v,u+2v,u),u € R,v € R}
c) E={Q2u+v,u+2v,u+v),uc RveR}et F={(u+v,u+v,2u),ucRveR}
Exercice 4.2. Dans R® muni de sa base canonique (e1,ez,e3), les sous espaces suivants

sont-ils en somme directe?
Ey ={(x,y,2)|z = 0}, By = vect(es), F3 = vect(e1 + e3, ea + €3).

Exercice 4.3. Donner deux sous-espaces vectoriels distincts S et T' de R? tels que
R? = Vect((1,1,1)) & S = Vect((1,1,1,)) & T.

Exercice 4.4. Si R3 = | © [, © F3 avec les F; différents de {0}, décrire géométriquement
les F;. Méme question si R3 = F| @ Fb.

Exercice 4.5. On désigne par E un R-espace vectoriel de dimension finie. Les propriétés
suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

1. Soient Dy, Dy, D3 des droites vectorielles de R? distinctes deux & deux. Alors R? est
somme de Dy, D2, Ds.

2. Soient F et G des plans vectoriels de E = R3. Alors E # FUG.

3. Soient F et G des plans vectoriels de E = R3. Alors E # F + G.

4. Soient P; et P5 des plans vectoriels de E tels que Py N P> = {0}. Alors dim(E) > 4
5. Soient F et G des sous-espaces de dimension 3 de R®. Alors F NG # {0}.

6. Soit (e1,ea,e3,e4) la base canonique de R* et F' = Vect(er,e3). Tout sous-espace
supplémentaire de F' contient es.

Exercice 4.6. Exercice II du controle continu 2003 (Voir les deux derniéres pages)

Exercice 4.7. Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit H
un sous-espace vectoriel de E' de dimension n — 1 et soit u € F et u ¢ H.
Montrer que H et Vect(u) sont supplémentaires dans E.

Exercice 4.8.
Donner deux exemples de sous-espaces vectoriels distincts de Ry[X], de dimension 2.
Est-il possible de les choisir supplémentaires dans Rqo[X]?

Exercice 4.9. Dans l'espace vectoriel X = C*(R,R), on considere E = Vect(fi, f2, f3) ou

filz) =sinz, fi(z) =coswz, f3(x)=e"et F'={f € X|f(0) = f'(0) = f"(0) =0}
Prouver que X = E & F.

Exercice 4.10. Soient E =C?(R), S={f € E|f+ f"=0},T={f € | f(x) =0}.
a) Montrer que S et T sont des sous-espaces vectoriels de E.

b) Donner un exemple d’une fonction f non nulle appartenant a S. De méme pour 7'

c) Existe-t-il une fonction f non nulle dans SNT 7
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d) Est-ce que S + T est une somme directe ?

Exercice 4.11. Comment utiliser la somme directe pour scinder un probleme en
deux sous problemes
Soit € 'espace vectoriel réel des fonctions deux fois dérivables de R dans R et P (respective-
ment 7) le sous-espace formé des fonctions paires (respectivement impaires).

a) Montrer que E=P d Z.

b) En déduire toutes les fonctions deux fois dérivables sur R telles que :

Vz € R, f’(z) + f(—z) = = + 2° + cha.
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