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théorie des
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» Données
> n,m > 1 Programmation
» beR” SoF

» A € Sa(R), i=1,...,met C € Sp(R)

» Probléme primal
(P) minimiser ‘by
m
sous les contrainte C — Zy;A,- € SH(R)
i=1

» Solutions
Fp : solutions primales
p* = inf{ tby/ y € J”-'p} : valeur primale optimale
Solution primale optimale y* : y* € Fp et ‘by* = p*
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» Données
> n,m Z 1 Programmation
> beRM spp

» A eSH(R), i=1,...,met C € Sp(R)

» Probléme dual

(D) maximiser (C,X)
sous les contraintes Vi, (A;, X) = b;
X € SH(R)
» Solutions

Fp : solutions duales
d* :=sup{(C,X)/ X € Fp} : valeur duale optimale
Solution duale optimale X* : X* € Fp et (C,X*) = d*
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Dualités faible et forte Wi
omente.
» Proposition (Dualité faible) Programmation

» Théoréme (Dualité forte)
3 _5 A€ STH(R
y, C Ely €STR) L e g
Fp #0

De plus, d* est alors atteint.
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Optimisation sans contraintes

Soit Rpy[x] := R [x1, ..., Xp], de base B :

2
MOoNm(X) = (1, X1, -« oy Xny X1X2, + + « y X1 Xny X2X3y « oy Xy -

m

d(m) := dimRp[x] = ( n+m )

Probléme de minimisation sans contraintes

(P) min P(x)

contrainte x € R”

» Entrée

> P=> pux® € Roy[x] admettant un minimum
«

» Sortie
> le minimum global p* de P

m m
.7X17...,X,,)
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Interprétation en termes de moments

Théoréme
Le probléme (P) est équivalent au probléme

(P) inf /P(x)du(x)

contrainte p € P(R")

avec P(R") : espace des mesures de probabilité sur R".
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Théoréme
Le probléme (P) est équivalent au probléme

(P)  inf / P(x)dpu(x) Opemiseten
contrainte p € P(R")

avec P(R") : espace des mesures de probabilité sur R".

Reformulation

(P) inf Z PaYa

contrainte  Ju, € P(R"), yo = /xo‘duy(x)
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» Définition
Soit y € RYCm) tel que yy, o = 1.

B(i) = x* = x{* ... xg"
= M i = timisation
B(.l) — Xﬁ — )(]_B1 “ e Xrl?n ( m (-y))lj ya+ﬂ :)al:s contraintes
» Définition

y € RIC™) - vecteur des moments d’ordre < 2m de pu,,.
F € Rpy[x] e f € RY™ (dans la base B).

(FMn()F) = 3 (P23, = [ F(0Pdiny ()

~

» Proposition
Mm()’) =0
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» Probléeme primal moments
(@  inf ) pava
«

contrainte Mp(y) = 0
Optimisation

» Reformulation A ———
Q) inf > paya
o
contrainte Zya B, = —By
a#0
» Probléme dual
(Q) sup (X, —Bo)

contraintes Va # 0, (X, By) = pa
X>=0
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Cas favorable

P c R2m[X]
po:=P(0)=0
p* :=minP

Q) :

L. P-—p* e Y RX?= (P)

Minimisation
polynomiale &
théorie des
moments

Optimisation
sans contraintes



CaS favora ble Minimisation

polynomiale &
théorie des
moments

Pe R2m[X]
po == P(0) =0
p* :=minP

Optimisation
sans contraintes

1 P—p' € LRXP= (B)=(0)
» min(P) = min(Q)




CaS favora ble Minimisation

polynomiale &
théorie des
moments

Pe R2m[X]
po == P(0) =0
p* :=minP

Optimisation
sans contraintes

1 P—p' € LRXP= (B)=(0)
» min(P) = min(Q)

> X" e y* = mong,(x*)




CaS favora ble Minimisation

polynomiale &
théorie des
moments

Pe R2m[X]
po == P(0) =0
p* :=minP

Optimisation
sans contraintes

1 P—p' € LRXP= (B)=(0)
» min(P) = min(Q)

> X" e y* = mong,(x*)

2. Si Fg- # 0, alors :

min(P) = min(Q) = P — p* € ZR[X]2
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Définition (Matrice localisante)
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Définition (Matrice localisante)

B(i) = x* = x{* ... xg"
B(_[):X’g:Xﬁl X,?n :>(M (qy
Q(x) = 2_ qyx"
n
Proposition

> {y,} : moments d'ordre < 2m de p,
F € Rp[x] e~ f € RI(M)

= GnYatsiy

n

(f) -0 X (7) ), = [ QF

> Supp(py) C Kg :={Q >0} = Mny(qy

) =

0

dﬂy( )

Minimisation
polynomiale &
théorie des
moments

Optimisation
sans contraintes



Cas général : suite de relaxations SDP

Hypothése : on connait a > 0 tel que

Ix*, P(x*) =minP et ||x*]| <a
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Hypothése : on connait a > 0 tel que
Ix*, P(x*)=minPet ||x*]| <a

Notations :
2 2
0(x) :=a" — |||

{>m
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» Probléme primal
(Qg) inf Z PaYa
(03
contraintes  My(y) = 0 care contreintes
Me—1(0y) = 0
» Probléme dual
(Qﬁ) sup -X(1,1) — a%Z(1,1)
contraintes Va # 0, (X,B,) + (Z,C) = pa
X, Z=0

M(y) = 3 YoBa
Me—1(0y) = >_ ya Ca



Cas général : suite de relaxations SDP (3)

Théoréme

Minimisation
polynomiale &
théorie des
moments

Optimisation
sans contraintes



Cas général : suite de relaxations SDP (3) ol &
théorie des
moments

Théoréme

L inf(Q%) 1 p*

{— 00 Optimisation

sans contraintes



Cas général : suite de relaxations SDP (3)

Théoréme

L inf(Q%) 1 p*

f—o0

2. 3y, V> Ly, inf(QY) = sup (Qé)* = max (Qg)*

Minimisation
polynomiale &
théorie des
moments

Optimisation
sans contraintes



Cas général : suite de relaxations SDP (3) polymomaie &

théorie des
moments

Théoréme

L inf(Q%) 1 p*

f—o0

2. 3y, V> Ly, inf(QY) = sup (Qé)* = max (@ﬁ)*
3.

Optimisation
sans contraintes

Qi T eERX], P—p* =X Q7 +0XT7
i J

’
Ve > max (deg(Q)), deg(T})) , p* = max (Q%)" = min(Q5)



Cas général : suite de relaxations SDP (3) )

théorie des
moments
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=

- inf(Q5) 1 P

f—o0

. 3o, VL > Ly, inf(QY) = sup (Qg)* = max (Qg)*

Optimisation
sans contraintes

w N

Qi T eERX], P—p* =X Q7 +0XT7
i J

’
Ve > max (deg(Q)), deg(T})) , p* = max (Q%)" = min(Q5)

N

. Si p* = max (Q%)" = min(Q%), alors on peut construire
une écriture de P — p* comme ci-dessus a partir d'une
solution duale optimale (X*, Z*).
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Preuve

Ingrédients :
» dualité forte

» Théoréme (cf Berg)
Si @ > 0sur K, := {||x|| < a},
Alors 3¢y € N, 3Q;, Tj € R[X],
max (deg(Q;)) = lo,deg(T;) < lo — 1,

r rz
Q=) Q@ +0) T}
i=1 Jj=1
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(P) min P(x)
contrainte x € K
» Entrée : N
- Optimisation
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Probléme de minimisation avec contraintes

(P) min P(x)
contrainte x € K
> Entrée : Optimisation
» Pec Rm[X] avec contraintes

» K:={g1>0,...,8 >0} CR" compact, g € Ry.[X]
» Hypotheése supplémentaire :

Ju=ug+ nguk (uk € ZR[X]z) ,
k=1
{u > 0} est compact

» Sortie :
> le minimum pj; de P sur K



...sa reformulation...

Reformulation

(P) min /P(x)d,u(x)

contrainte p € P (K)

(P (K) : espace des mesures de probabilité a support C K)
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...et sa relaxation

> Notatjons
> d’ = %
» (> max ((%] , Max (J,-
> Mgfji(gi.y) = Z Ciaya

)
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» Notations moments

> d’: %

> (> max ((%] , max (J,))
> M,_;(8iy) = 20; CiaYa

» Probléeme primal

(@k) inf > paya Rl
(0%
contraintes My(y) = 0
Vi, M, ;(8iy) = 0

i
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» Notations moments

> d’: %

> (> max ((%] , max (J,))
> M,_;(8iy) = 20; CiaYa

» Probléme primal
. Optimisation
(Qﬁ) Inf Z Pa}/a avztc conttraintes
contraintes My(y) = 0

VI, Me_gi(g,-y) - 0

» Probléme dual
Qk)*  sup —=X(L1) - g(0)Z(1,1)
contraintes Va # 0, (X, B,) + Z (Zi, Cia) = Pa

i=1
X, Zi =0
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Q. T eTRIXZ P-pi=Q+ Y &T

i=1
U *
Ve >> 1, pj = max (Q))" = min(Qf)
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Théoréme

—

Sinf(Qk) T pk

l—o0

. Si K° # 0, alors inf(QY) = sup (Qf()* = max (Qf()* Optimisation

avec contraintes

N

Q. T eTRIXZ P-pi=Q+ Y &T

i=1
4
V0 >> 1, pj = max (@f()* = min(Q%)
. Si pj; = max (Qf()* = min(Q%), alors on peut
construire une écriture de P — pj. comme ci-dessus &
partir d’une solution duale optimale (X*,Z;,...,Z}).

o
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» Théoréme (critére de Putinar)
Conditions équivalentes :
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» dualité forte
» Théoréme (critére de Putinar)
Conditions équivalentes :
r Optimisation
1 Ju=uo+ Y gruk, (ux € X R[X]?) tel que avec contraintes
k=1

{u > 0} est compact

2. P>0sur K=3Q, Tq,..., T, € LS R[X]?,

P=Q+> aT«

k=1
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» Détecter que I'on a atteint le minimum

» condition suffisante sur le rang de la matrice des
moments
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» Détecter que I'on a atteint le minimum

» condition suffisante sur le rang de la matrice des
moments

» Extraire un (des) minimiseur(s)
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Et aprés?

» Détecter que I'on a atteint le minimum
» condition suffisante sur le rang de la matrice des
moments
» Extraire un (des) minimiseur(s)
» Résultats de densité :
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Et aprés?

» Détecter que I'on a atteint le minimum
» condition suffisante sur le rang de la matrice des
moments
» Extraire un (des) minimiseur(s)
» Résultats de densité :
> exemple :
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