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Introduction

Le probleme de la minimisation des polynomes réels fait I’'objet de nom-
breuses techniques de résolutions : utilisation de bases de Grébner, calcul de
valeurs propres, de discrimants ou de résultants... Ces techniques se révelent
difficiles & mettre en oeuvre en pratique. Ceci est du a la complexité des
algorithmes calculant le minimum d’un polynome réel (probleme NP).

Ces dernieres années se sont développées de nouvelles méthodes, dites de
relaxation, calculant un minorant du minimum recherché. Parmi elles, les
techniques de programmation semi-définie positive tiennent une bonne place,
comme 'ont mis en avant P. Parrilo et B. Sturmfels dans leur article [’S].

Nous introduirons ici la programmation semi-définie positive, qui trouve une
utilité dans de nombreux domaines et donnerons quelques exemples d’ap-
plications. Puis nous étudierons les sommes de carrés de polynomes réels,
qui jouent un role primordial dans l'application de la programmation semi-
définie a la minimisation de polynomes. Divers aspects seront étudiés, a la
fois qualitatifs (savoir reconnaitre une somme de carrés de polynomes) et
quantitatifs (quel volume occupent les sommes de carrés parmi les poly-
noémes positifs 7). Enfin, la méthode de minimisation proposée par Parrilo et
Sturmfels sera exposée. Un exemple d’étude sera donné, en utilisant un autre
logiciel que celui utilisé par Parrilo et Sturmfels et basé sur une méthode
différente, mais présentant les mémes avantages.
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CHAPITRE

1

Préliminaires matriciels

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés des matrices symé-
triques (en particulier semi-définies positives), et effectuons quelques rap-
pels de calcul matriciel. Ceci nous sera utile dans 1’étude ultérieure de la
programmation semi-définie positive.

Les propriétés non démontrées dans ce chapitre sont pour la plupart clas-
siques, et relevant d’un cours d’algebre linéaire ou bilinéaire de base. On
pourra consulter avec profit les ouvrages de Horn et Johnson ([H.J1], [IJ2])
et le premier chapitre de [Hel]

1.1 Matrices symétriques ; matrices (semi-)définies
positives

1.1.1 Produit scalaire ; normes

On définit tout d’abord un produit scalaire sur l’ensemble M, (R) des ma-
trices carrés de taille n > 1, a coefficients dans R :
Si A, B € M,(R), le produit scalaire de A et B, noté A e B est défini par :

AOB:TT(tAB) :iiazjbij

i=1 j=1



CHAPITRE 1 : Préliminaires matriciels

ou la trace TrA d’une matrice A € M, (R) est la somme des éléments
diagonaux de A. On la propriété importante suivante :

VA, B € M,(R), Tr (AB) =Tr (BA).
A ce produit scalaire, on associe une norme, dite de Frobenius :
Al = |All = VAe A

On utilisera également la norme spectrale :

[A]ly = \/Amax (FAA).

Intéressons-nous maintenant aux matrices symétriques, ie les matrices A €
My (R) vérifiant
A="TA

On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n.
Pour une matrice symétrique A, on obtient facilement les résultats suivants :

| Al p = max |X\;(A)| (rayon spectral de A)

1/2 1/2
lAll, = (za%]) - (z MAV)

o A\ (A),...,\(A) désignes les valeurs propres (toutes réelles) de A. La
plus grande valeur propre d’une matrice symétrique symétrique A est carac-
térisée par :

Théoréme 1.1.1 [Rayleigh-Ritz]
Soit A € Sp,(R). Alors

Amax (A) = max ‘vAv
vER™
[lv]|=1

ot ||v|| désigne la norme euclidienne du vecteur v.

Corollaire 1.1.2
Soit A € Sp,(R). Alors

Amax (A) > max ay;
i€1,n]

1.1.2 Matrices (semi-)définies positives

Etudions maintenant les matrices (semi-)définies positives.
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1.1 Matrices symétriques; matrices (semi-)définies positives

Définition 1.1.3
Soit A € Sp(R).
o A est dite semi-définie positive, et l'on notera A € S;F(R) ou A = 0 si

Vr € R", trAx > 0.

o A est dite définie positive, et l'on notera A € STT(R) ou A = 0 si
vz € R"\{0}, ‘zAz > 0.

Dressons une liste de propriétés de ces matrices :

Lemme 1.1.4
o Toute sous-matrice principale d’une matrice définie positive (resp. semi-
définie positive) est encore définie positive (resp. semi-définie positive).

o On considére des matrices symétriques A; € Sp,(R). Alors la matrice
diagonale par blocs

A 0O 0
A 0 A
0
0 0 A,

est définie positive (resp. semi-définie positive) si et seulement si chacune
des A; Uest.

Lemme 1.1.5
Soit A € §;F(R). Alors

Jie1,n], ay; = max |a:xl.
[[ ’ ]]a (43 j,k:e[[l,n]]| ]k|

Preuve :
Soient 4,7 € [1,n].
On considere le vecteur x de R™ défini par :

Osii£jeti#£k
=4 lsii=j
—1sit=k
L’inégalité 'z Ax > 0 fournit alors :

205 < ajj + agk.

3



CHAPITRE 1 : Préliminaires matriciels

En considérant le vecteur y € R™ défini par
Osii#jeti#k
yy=< lsii=j ,
1sit=k
on montre de méme que

—QCij < ajj + agg.

On obtient alors :
< aj; + agk

|aji| < 5 < max|ag|,

ce qui suffit pour conclure. m

Le lemme suivant est utile en pratique, pour étudier quelques exemples en
petite dimension :

Lemme 1.1.6
Soit A € S (R). On suppose qu’il existe i € [1,n] tel que a; = 0. Alors

Vj € ﬂl,n]], Qjj = 0.

Proposition 1.1.7
Soit B € M, (R) inversible. Alors

AeSHR) < 'BAB € S (R)

et
A€ ST (R) < 'BAB € ST (R).

On se referrera aux ouvrages classiques pour diverses caractérisations des
matrices (semi-)définies positives. On retiendra notamment les caractérisa-
tions suivantes :

Théoreme 1.1.8
Soit A € S,(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A€ ST (R) (resp. A€ ST (R))

2. )\min(A) > 0 (?“esp. Amin(A) > 0)

3. 3P € M,(R), A = 'PP (resp. AP € M,(R),rg(P) = n tel que
A=tPpP)

On a aussi, pour une matrice semi-définie positive, I'existence d’une racine
carrée :



1.1 Matrices symétriques; matrices (semi-)définies positives

Proposition 1.1.9

Soit A € S (R). Alors il existe une unique matrice B € S;F(R) telle que
A= B2

De plus, B commute avec A, et vérifie rg(A) = rg(B).

On note souvent B = A3.
Nous terminons cette section par le théoreme du complément de Schur :

Théoréme 1.1.10 [Complément de Schur]
Soient A € ST (R),C € S,(R) et B € My, n(R). On a alors les équivalences
susvantes :

]>0<:>C’— tBAT'B =0

o

[ A g]EO@C’—tBA_lBtO

1.1.3 Le cone S (R)

Nous étudions dans cette section quelques propriétés spécifiques a S;7 (R) et
a sa structure conique.

Définition 1.1.11
Un ensemble C C R™ est un cone si

r,y e C=VA>0, Nz +y) e C.

Un céne est dit pointé si C N (—C) = {0}.

Remarque :
Par définition, un cone est convexe.

Proposition 1.1.12
SH(R) est un cone fermé pointé dans S, (R).

Remarque :

L’ensemble S (R) des matrices définies positives n’est pas un cone car
0 ¢ SH(R).

Il est facile de voir que S;7(R) est l'intérieur de S;F(R).

Remarque :
La structure de cone de S;7 (R) induit un ordre partiel sur S,(R), dit ordre
de Lowner :

A=B& A-BeSHR).

)



CHAPITRE 1 : Préliminaires matriciels

On notera de la méme maniere :

A=B& A-BeSHT(R).

On a les propriétés suivantes ([Zha]) :
Proposition 1.1.13
Soient A, B € S;F(R). Alors :

1. A+ B= B

2. AZBAZ =0

3. Tr(AB) <Tr(A)Tr(B)

4. Les valeurs propres de AB sont positives.

Remarque :

Attention, le produit AB n’est pas forcément symétrique. Mais il est facile
de voir que la condition sur AB d’étre symétrique est équivalente & la condi-
tion de commutativité de A et B.

Le lemme suivant aura de nombreuses conséquences dans la suite de ce
document :

Lemme 1.1.14
Soient A, B € S§;F(R). Alors Ae B > 0.
De plus, on a I’équivalence suivante :

AeB =0 AB =0.

Le lemme suivant donne un encadrement du produit scalaire de deux ma-
trices symétriques définies positives.

Lemme 1.1.15
Soient A, B € S§;F(R). Alors :

Amin(A) Amax(B) < Amin(A)Tr(B) < AeB < Apax(A)T7r(B) < nAmax(A) Amax(B).

Nous allons maintenant énoncer une propriété-clé du come S, (R), & la base
de la théorie de la dualité en programmation semi-définie positive, que nous
évoquerons par la suite.

Définition 1.1.16
Le cone polaire C* d’un cone C est l’ensemble

C*={y/VxeC, zoy>0}.



1.2 Un peu de calcul matriciel

Lemme 1.1.17
(SF(R)" =S (R).

Ce lemme est équivalent au théoreme de la trace de Fejer, que nous donnons
en corollaire :

Corollaire 1.1.18
AeSHR) < VBeSHR), AeB>0.

1.2 Un peu de calcul matriciel

Le but de cette section est d’introduire les notations facilitant la manipula-
tion ultérieure des expressions matricielles.

Notation :

e Soit A € M, 4(R).

vecA € RPY est le vecteur-colonne formé des colonnes de A les unes apres
les autres.

e Soit v € RPY,

Mat(v) € M, 4(R) est la matrice dont la i° colonne est formée des éléments
(i—Dp+1,...,ipdew.

Mat et vec sont donc des applications réciproques 'une de 'autre.

Nous introduisons maintenant le produit de Kronecker de deux matrices :

Définition 1.2.1
Soient A € Mp, n(R) et B € My (R).
Le produit de Kronecker de A par B est défini par :

anB -+ ainB
A® B = : : € Mpin(R).
amiB - amnB

Etablissons une liste de quelques propriétés du produit de Kronecker, que
nous utiliserons beaucoup par la suite :

Proposition 1.2.2
Soient A, B,C, D quatre matrices avec des tailles adaptées. Alors :

"A®B) = 'A®'B

(A®B)(C®D) = (AC)® (BD)
vec(ABC) = ('C® A) vec(B)
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CHAPITRE

2

Programmation semi-définie
positive

Dans ce chapitre, nous aborderons 1’étude des problemes de minimisation de
fonctions linéaires en la variable X € M,,(R) sur un domaine défini par des
contraintes linéaires et de semi-définie positivité. On verra qu’il existe des
méthodes efficaces pour résoudre ce genre de probléemes.

2.1 Formulation du probleme

2.1.1 Probleme primal standard

On considerera le probleme d’optimisation suivant :
Etant donnés deux entiers n,m > 1, un vecteur b € R™ et des matrices

A e Mp(R), i € [1,m] et C € My(R), on cherche &

(P) minimiser CeX
sous les contraintes Vi € [1,m], A;e¢ X =b;
X € SH(R)

ou la variable est X € S,(R).
Remarque :

On peut supposer, sans perte de généralité, que les matrices C et A; sont
symétriques, ce que nous ferons dans la suite de ce chapitre.

9



CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

En effet, puisque
VM e Mu(R), "M eX =MeX,

il suffit pour cela de remplacer C par % (tC + C’) (respectivement A; par
(A0t )

On peut de plus supposer, sans perte de généralité, que les matrices A;
sont linéairement indépendantes, ce que nous ferons également dans la suite
de ce chapitre.

Définition 2.1.1
Awvec les hypothéses précédentes, le probleme (P) est appelé probléme primal
standard.
On Uécrira par la suite sous la forme concise suivante :
(P) min CeX
contraintes Yi € [1,m], A; e X =b;
X € S (R)

ou encore sous la forme compacte (équivalente) :

(P) min CeX
contraintes A veecX = b
X e SFR)

ot A € M,, ,2(R) a pour i€ ligne * vecA;.

Nous aurons besoin par la suite des définitions suivantes :

Définition 2.1.2

Une solution du probléme primal (P) (ou solution primale) est une matrice

X € §H(R) telle que A vecX = b.
On note Fp l’ensemble des solutions du probléeme primal (P).

Une solution primale stricte (ou intérieure) est une solution primale X vé-
rifiant de plus X € ST (R).
On note .7-";5 l’ensemble des solutions primales intérieures.

Définition 2.1.3
La valeur optimale primale est définie par :

p* = inf CeX
A veeX =b
X e S (R)

10



2.1 Formulation du probleme

On dit que X* est une solution primale optimale si X* € Fp et si C e X* =

*

p .

2.1.2 Formulations non standard
Une autre formulation fréquente

Il existe plusieurs formulations différentes (mais équivalentes) du probleme
de programmation semi-définie positive.
Ainsi, on rencontre souvent dans la littérature le probléeme

(P2) min ‘by

m
contraintes Z v, A = C
i=1

ou la variable est y € R™, et les matrices C et AZ jouissent des mémes

propriétés que dans la définition 2.1.1. La contrainte Z v;A; = C est appelée

inégalité matricielle linéaire (LMI, pour linear matmx inequality).

Il s’agit en fait de ce qu’on appellera plus loin le probleme dual associé au
probléme primal (P).

Montrons par exemple comment exprimer le probleme (P2) sous la forme
standard (P).

Introduisons pour cela une nouvelle variable Z :
(P2) min "by

m

contraintes Z y;Ai+S=C
i=1
Z =0

Les variables sont désormais y et S.
m

On consideére I’ensemble V = {S’ €eS,(R)/ S=C->y, A, ye€ Rm}. Puisque
i=1

les A; sont linéairement indépendantes, )V est un sous-espace affine de S, (R)
de dimension m. Par conséquent, il existe des matrices G; € S,(R), i €

I1, n(n2+l) m], et un vecteur d € R T que
1
V= {SESn(R)/ Vi e [[1,”(”;)—774], GioS:dl}.

’ N P . . s n(n+l .

En résolvant un systeme linéaire de m équations a % variables (sous-
éterminé dans les cas qui nous occupent), on peut calculer une matrice

dét dans 1 t), t calcul t Go

vérifiant :

Vi S [[1,m]], GO .Ai = *bl

11



CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

m
Ainsi, pour S=C — ) y;A;,ona:
i=1

by =Gpe S —GyeC.
Le probleme (P2) s’exprime alors sous la forme :
(P2) min Gole S

1
contraintes Vi € [1, n{n+1)

S =0,

—m]], GiOS:di

ce qui est bien la forme d’un probleme primal standard.

Le probléme primal a plusieurs inconnues

On peut également considérer le probleme suivant, dont les inconnues sont
les X; € Sp;(R) :

L
(Pg) min ZC] [ Xj
J=1

L
contraintes Vi € [1,m], ZAM e X;=b,
j=1
vie[l,L], X;=0

En fait, il ne s’agit pas d’une généralisation du probleme (P), puisqu’il suffit,
pour s’y ramener, de considérer les matrices diagonales par blocs :

X = diag(Xy,...,X1)

C= diag(Cl, e ,CL)

Ai = dz'ag(Am, . 7Ai,L)

Le probleme primal a plusieurs inégalités matricielles linéaires
(LMT)

De méme, on peut considérer le probleme

(Py) min "by

m
contraintes Vj € [1, L], ZyiAi,j = C;j
i=1

qui est équivalent au probleme (P3), en définissant les matrices diagonales
par blocs :

C= dz‘ag(Cl, N ,CL)

Ai = diag(Ai,l, e ,A@L)

12



2.2 Deux cas particuliers

2.2 Deux cas particuliers

2.2.1 Programmation linéaire

La programmation semi-définie positive est une généralisation de la pro-
grammation linéaire, dont le probleme primal peut s’exprimer sous la forme
standard suivante :

(LP) min tex
contraintes Vi € [1,m], ‘a;x = b;
x>0

11 suffit, pour le voir, de considérer le probleme (P3) avec tous les blocs de
dimension 1, ie Vj, n; = 1.

Nous verrons par la suite qu’il existe des liens étroits entre programmation
linéaire (LP) et programation semi-définie positive (SDP). Par exemple, une
théorie de dualité est également développée en SDP. De plus, certains algo-
rithmes de résolution de problemes LP peuvent étre étendu au cas SDP.

2.2.2 Programmation quadratique

On s’intéresse maintenant au probléme suivant (dit de programmation qua-
dratique & contraintes quadratiques) :

(QCQP) min fo(x)
contraintes Vi € [1, L], fi(z) <0

ou chaque f; est une fonction quadratique convexe :
fl(a:) = t(AZa: + b)(Al$ + b) - tCiJJ — dz‘

On peut alors exprimer, a 1’aide du complément de Schur (1.1.10), le pro-
bleme (QCQP) sous la forme du probleme SDP suivant :

(QCQP-SDP) min t

‘ I on + bO
—
contraintes [ t(on + bo) teor +do +t ] =0
' T Ajx +b;
—
vi e [1, L], [ "Ai +bi) e+ d; ] -

Ainsi, la programmation SDP est une généralisation de la programmation
QCQP. Cependant, des algorithmes spécifiques aux problemes QCQP sont
a préférer du point de vue algorithmique [Boy].

13



CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

2.3 Dualité

A T'image de ce qui est fait en programmation linéaire, une théorie SDP de
dualité peut étre développée.

2.3.1 Formulation du probléme dual

On rappelle tout d’abord I’énoncé du probleme primal :

Etant donnés deux entiers n,m > 1, un vecteur b € R", des matrices
linéairement indépendantes A; € S,(R), i € [1,m] et une matrice C €
Sn(R), le probleme primal s’énonce ainsi :

(P) min CeX
contraintes Vi € [1,m], A;e X =b;
X € SH(R)

ou la variable est X € S, (R).

Le probleme dual peut quant & lui étre formulé ainsi :
(D) max "by

m
contraintes C — Z yiA; € ST (R)
i=1

On peut également formuler le probleme dual de la maniére qui suit :

(D) max "by
contraintes C — Mat ('Ay) € S;F(R)

Remarque :

Il s’agit en fait du probleme (P3) (page 11). On a déja vu que ce probléeme
pouvait se mettre sous la forme d’un probleme SDP. Le probleme dual est
donc un probleme de programmation semi-définie positive.

Exemple :

Dans le cas d’'un probleme de programmation linéaire, on retrouve le dual
standard.

On a de maniere évidente les définitions duales suivantes :

Définition 2.3.1
Une solution du probléme dual (D) (ou solution duale) est un couple (y, S) €

14



2.3 Dualité

R™ x S;F(R) telle que S = C — Mat (*Ay) € S;F (R).

On note Fp Uensemble des solutions du probléme dual (D).

Une solution duale stricte(ou intérieure) est une solution duale (y,S) vé-
rifiant de plus S = C — Mat (' Ay) € ST (R).
On note ]-"g l’ensemble des solutions duales intérieures.

Définition 2.3.2
La valeur optimale primale est définie par :

d* =sup{‘by/ C — Mat (*Ay) € S (R)}
On dit que (y*,S*) est une solution duale optimale si (y*,S*) € Fp et si
thy* = d*.
On a le résultat suivant :

Proposition 2.3.3 (dualité faible)
Soient X € Fp et (y,S) € Fp. Alors :

CoX—tby:XoSZO.

Preuve :

On a:

CoX~'by = (Y ydi+S)eX - by
= > (AjeX)y;+SeX - 'by
= ) by +SeX - 'by
= SeX=XeS

D’autre part, puisque X € S (R), X admet une racine carrée X 3¢ ST(R),
et on a alors :

XeS = Tr('XS)

- Tr(

la derniere inégalité ayant lieu puisque X 3SX3
teurs étant semi-défini positif. m

m
%5
+

(R), chacun des fac-

Définition 2.3.4
La différence C « X — 'by > 0 est appelée écart de dualité.

Nous allons étudier quelle(s) condition(s) donnent lieu & une dualité forte,
c’est-a-dire & un écart de dualité de solutions optimales nul (p* — d* = 0).

15



CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

2.3.2 Dualité forte

Voyons tout d’abord que 1’écart de dualité de solutions optimales n’est pas
toujours nul; donnons un exemple ou il est infini (d’autres exemples sont
étudiés dans [Tod]) :

Exemple :
On considere le probleme primal

. 0 0
(P) min (0 0>0X
. 1 0
contraintes ( 0 0 ) e X =0
0 1
(1 0>0X—2
X >0

Toute solution a pour premiere ligne 0 1, et une telle matrice matrice ne
peut pas étre semi-définie positive (si une matrice est semi-définie positive
et admet un élément diagonal (i,7) nul, alors toute la ligne ¢ et toute la
colonne 7 est nulle). Par conséquent, Fp = (), et donc p* est infini.

Le probleme dual de (P) est le suivant :

(D) max 2y,
. 10 01 0 0
contraintes (0 0>y1+< 1 0>y2j <O 0)

On peut réécrire la contrainte sous la forme

S — < Y1 Y2 ) t 0
-y2 0

y2 =0

y1 <0

Par conséquent, y = (0;0) est optimal, avec comme valeur optimale 0.
L’écart de dualité est ainsi infini dans cet exemple.

ce qui équivaut a {

Lemme de Farkas généralisé

On développe dans cette section les outils qui nous serviront pour I’étude de
la dualité forte.
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2.3 Dualité

On considere 'ensemble

Ki=A(S(R)) = {A vecX/ X € ST (R)}.

Lemme 2.3.5
S’il existe y € R™ tel que Mat ( 1tAy) = 0, alors K est fermé.

Preuve :

On considere une suite (X;);en de matrices semi-définies positives telle que
A vecX; — c.

e La suite (X;);en est bornée :

yo A vecX; = tAye vecX; = Mat (tAy)oXi > Amin (Mat (tAy)) Amax (Xi),

la derniere inégalité provenant du lemme 1.1.15.
Mais par continuité du produit scalaire, on a :

yeAvecX;, —yec

et par conséquent, la suite (Amax(X;)); est bornée. Les résultats 1.1.5 et 1.1.2
permettent alors de conclure.

e Puisque la suite (X;);en est bornée, et puisque S, (R) est un fermé, il existe
une sous-suite (X;, )ren telle que X;, — X =0et AvecX =c¢, CQFD. m

1k

Enongons maintenant le lemme de Farkas généralisé :

Lemme 2.3.6
Supposons qu’il existe y, € R™ tel que Mat (t.AyO) = 0. On a alors I’équi-
valence suivante :

(3X =0, A vecX = b) & (Vy, Mat (*Ay) = 0= "by>0)

Preuve :
clair puisque ‘by = *(A vecX)y = Mat (*Ay) e X >0

Supposons que le systeme A4 vecX = b, X = 0 n’ait pas de solu-
tion. Alors b ¢ K. D’apres le lemme précédent, K; est un cone fermé, et
donc, par un théoreme de séparation (cf [Roc] th 11.7 p 100), il existe un
vecteur y tel que

by < 0et VX =0, (A vecX)y > 0.
Mais cette derniere condition signifie

VX =0, X e Mat ('Ay) >0,

17



CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

ce qui est équivalent a
Mat (t.Ay) =0

(théoréme de la trace de Fejer 1.1.18), et le lemme est démontré. m

Dualité forte
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de dualité forte :

Théoréme 2.3.7 [Dualité forte]
Supposons qu’il existe y € R™ tel que Mat (tAy) = 0.

Alors p* = d*.
Preuve :
e Si p* = —o0, alors, par dualité faible, d* = —oc.

e De méme, si d* = +o0, alors par dualité faible p* = +oc.
e Si p* = +o0, alors Fp = (), et le lemme de Farkas généralisé implique
lexistence d’un vecteur y; tel que

by, > 0 et Mat (‘Ay,) < 0.

Mais cette derniere contrainte implique que d* = 4o00. En effet, soit y € Fp.
Alors
Va >0, y+ay, € Fp

et
'b(y+ay;) — +oo

a——+00
et par conséquent, p* = d* = +o0.
e On peut donc supposer que p* et d* sont finis. Supposons que d* < p*.
Alors le systeme

CeX =d"
AvecX =b
X0

n’admet pas de solution. Par conséquent, d’apres le lemme de Farkas géné-
ralisé, il existe un scalaire gy et un vecteur y tel que

m
yoC + ZyiAi =0et dyo + 'by <0 ()
i1

Trois cas se présentent :
o Si yp =0, alors (*) est équivalent a

Mat (*Ay) = 0et ‘by <0

18
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ce qui implique, d’apres le lemme de Farkas généralisé, que le systeme

AvecX =b
X >0

n’admet pas de solution, et donc que p* = +o00, contradiction.

o Si yo > 0, alors, en divisant les deux membres de (x) par yo, on obtient :

C— Mat [m (_Yﬂ =0 et d* — 'b (_-‘f) <0
Yo Yo

ce qui signifie que d* n’est pas la valeur optimale du probleme dual, contra-
diction.

o Si yp < 0, alors, divisant les deux membres de (x) par —yo, on obtient :
—C + Mat [tA (_y>] ~0et —d*+ 'b <_y> <0
Yo Yo
et on a méme, pour un certain € > 0 :
—C—i—Mat[tA <—y>} =0et —d*+ 'b <—y> < —€ (**)
Yo Yo

Mais par optimalité de d*, il existe un y* tel que
C — Mat [tAy*] =0etd — 'by* <e (1)

En sommant (xx) et (* % %), on obtient :

Mat [%4 <—y — y)] >0et 'b (-y - y*) <0
Yo Yo
ce qui, toujours d’apres le lemme de Farkas généralisé, implique que Fp = 0,
et donc que p* = +o0o, contradiction.

Ainsi, 'hypotheése d* < p* conduit & une contradiction. Puisque d’apres
le lemme de dualité faible, on a d* < p*, on obtient donc finalement d* = p*,
ce qu’il fallait démontrer. m

D’autres conditions peuvent assurer ’égalité p* = d*. Par exemple, on peut
citer :

1. Fp#£Det Ffy#£0
2. f;;ﬁ@et}b#@

On pourra consulter [Boy] ou [Hel].
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

Complémentarité

A T'image de ce qui se passe en programmation linéaire, on peut exprimer la
condition pour X* et y* d’étre des solutions optimales de (P) et (D) sous
la forme d’une condition dite de complémentarité :

Théoreme 2.3.8

Soient X* € Fp et (y*,S*) € Fp d’écart de dualité nul (CeX*— 'by* =0).
Alors X* et (y*,5*) sont des valeurs optimales pour (P) et (D) respective-
ment st et seulement si X*S* = 0.

Preuve :

11 suffit de se rappeler que ’écart de dualité vaut
X" e S*

et que

X eS* =0 X*"S"=0

la derniere équivalence provenant du lemme 1.1.14 =

2.4 Quelques applications

2.4.1 Problemes aux valeurs propres

Il s’agit des plus anciens problemes traités a ’aide de la programmation
semi-définie positive.

Minimiser la plus grande valeur propre d’une matrice dépendant

affinement d’un parametre

On se donne k matrices symétriques A; € S,,(R).
On suppose que l'on étudie les matrices symétriques

Alx) = Ag + 2141 + - - + 2 A,

ot € R¥. Plus précisément, notre probléme est de minimiser la plus grande
valeur propre de A(x), pour x décrivant R%. Ce probléme est alors équivalent
au probleme SDP suivant :

Amaz (A(2)) = min A
contraintes A — A(x) »= 0

ot les variables sont € R¥ et A € R. On verra plus loin un exemple
d’application en théorie des graphes.
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Sommes des k premiéres valeurs propres d’une matrice

Soit A € S,(R) une matrice symétrique réelle. On considere ses valeurs
propres A1 > --- > \,. On cherche & exprimer A\; + -+ - + A\ pour k € [1,n]
sous la forme d’un probleme SDP. On a le résultat suivant [Ali] :

Théoreme 2.4.1
Sous les mémes hypothéses, on a :

M+ A= min kz+Tr(V)
contraintes zI+V = A
V=0

Quelques variantes

On peut également s’intéresser a des sommes pondérées de valeurs propres,
ou aux sommes |pi| + -+ + |pk| ol les p; sont les valeurs propres de A,
rangées de facon a ce que l'on ait :

lpa| = -+ > |pnl-

On pourra consulter pour cela [Ali].

Norme spectrale d’une matrice

Soit A € M, (R) (pas forcément symétrique). On considére sa norme spec-

trale  max VA .On peut la calculer & I’aide du probléme SDP suivant :
XeSp(tMM)

||All2 = min t

=0

. tI A
contraintes tA 4]

On utilise ici aussi le théoreme du complément de Schur(1.1.10).

2.4.2 Problemes géométriques
Séparation de points par une ellipsoide

On se donne deux ensembles de points {z1,...,zr} et {y1,...,y}. On
cherche a séparer ces deux ensembles de points par une ellipsoide. Cela
revient a trouver

f(z) = 'zAz + "bx +c
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

telle que

Vi=1,...,k f(z;) <0

Vi=1,..., f(yj) >0

A>0
On peut méme vouloir que cette ellipsoide soit la plus sphérique possible.
Pour cela, A doit étre proche de I'identité (le rapport des longueurs du grand
axe et du petit axe vaut ||A||2||A71||2). Ainsi, pour résoudre ce probleme,
on peut considérer le probleme SDP suivant :

&) min v

contraintes Vi=1,...,k, f(z;) <0
Vi=1,...,1, f(y;) >0
I <A=<~I

Fi1c. 2.1 — Un exemple d’ellipse la plus sphérique possible séparant deux
ensembles de points.

Plus petite sphére contenant £ ellipsoides

On se donne k ellipsoides &y, .. ., &, sous la forme de leur équation f;(z) =
txAjx + 2z + ¢, de -

& ={xz/ fi(x) <0}
Une boule B de centre z. et de rayon r = / tz.x. — 7y, d’équation ‘zx —

2tx.x 4+ v < 0, contient les ellipsoides &1, ..., &, si et seulement si il existe
T, ..., Tk > 0 tels que :
. 1 — A; b
szuwh[ 5 %]jn[tl ﬂ
—'Tc v bi ¢
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On veut donc minimiser le rayon rv/ tz.z. — . On va exprimer la condition
r2 < t sous la forme matricielle :

t[ Te ~ 0
Te t+7y

et minimiser la variable t.

On obtient alors le probleme SDP suivant :

(B) min t

contraintes Vi=1,...,k, [ { —Tc ] <7 [ ;41 b; }
bi C;

Vizl,...,k‘, 7—220

I T
R

Te t+7

Fi1c. 2.2 — Plus petite boule contenant cinqg ellipses.

2.4.3 Une application en statistiques

On se donne des réels my, ..., mo,. On se demande s’il existe une variable
aléatoire X telle que chaque m; soit le i moment de X. On peut montrer
que la suite m;, 0 < i < 2n, est la suite des moments d’une variable aléatoire
si et seulement si I'on a :
mo ... Mp
H(mo,...,man) = | =0

My ... Moy
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

Supposons que ’on souhaite déterminer la variance maximale sur toutes les
variables aléatoires, avec les contraintes sur les moments suivantes :

Ce probleme peut se formuler sous la forme du probleme SDP suivant :

Vinaz(X) = max Yy
contraintes Vi=0,...,2n, I; <z; <wuy
H(l’o,...,.%'gn) >~ 0

T2 —Y I -0
Tl 1 -

2.4.4 Une application en théorie des graphes
Introduction a la théorie des graphes

Nous donnons ici les définitions de base en théorie des graphes.

Définition 2.4.2
Un graphe G (fini,non orienté,simple) est un couple G = (V, E) ou V est de
la forme

V=A{L,...,n}
et ou E un ensemble fini d’éléments distincts {i,j} ot i,j €V, i # j.

V' est appelé l’ensemble des sommets de G, et I désigne 'ensemble des arétes

de G.

FiGc. 2.3 — Un exemple de graphe.

Exemple :

Les graphes complets : un graphe G est dit complet sous toute paire de
sommets est une aréte.
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Fi1G. 2.4 — Graphe complet a 5 sommets.

Définition 2.4.3

Deuz sommets (distincts) i,j de G sont dits adjacents si ce sont les extré-
mités d’une aréte de G, ie {i,j} € E

Une sommet u € V' et une aréte e € E sont dits incidents si [’aréte e admet
le sommet u comme extrémité, ie u € e.

Définition 2.4.4
o G' = (V' E") est un sous-graphe du graphe G = (V, E) si

V' CV
E'CE

chaque aréte e € E' a les mémes extrémités dans dans G’ et dans G.

e Une clique de G est un sous-graphe complet de G.
e Le nombre de clique d’un graphe G est le nombre de sommets d’une clique
mazximale de G. On le note w(G).

On s’intéresse maintenant a la coloration des graphes.

Définition 2.4.5

e Une k-coloration d’un graphe G = (V, E) est une application v : V — C de
l’ensemble des sommets dans un ensemble C' a k éléments (appelé ensemble
des couleurs), telle que si deux sommets x et y sont adjacents, alors vy(x) #
Y(y)-

e Le nombre chromatique de G est le nombre minimal de couleurs permettant
de colorier G. On le note x(QG).

La fonction © de Lovasz

Soit G = (V, E) un graphe & n sommets. On s’intéresse a la détermination
du nombre de clique et du nombre chromatique de G. Ce probleme est
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

en général NP-complet. Cependant, on peut parfois le résoudre de maniere
efficace, en introduisant la fonction © de Lovasz.

Définition 2.4.6
On considére l’ensemble S des matrices A € S, (R) telles que A;j = 1 si
i=jousi{i,j}eE.
Etant donnée une telle matrice A, on note Amax(A) sa plus grande valeur
propre.
La fonction © de Lovasz est définie par :

O(G) = inf Apax(A4).

(©) = inf Anas(4)

Proposition 2.4.7
On a la double inégalité suivante :

w(G) < O(G) < x(G).

Preuve :
’w(G) < 0O(G) :‘ Si w(G) = k, alors quitte a réordonner les sommets de G,
toute matrice de S¢ est de la forme :

1 -+ 1

B

C D

Mais la plus grande valeur propre d’une sous-matrice principale d’une ma-
trice symétrique est plus petite que la plus grande valeur propre de la matrice
tout entiere, et donc k£ < O(G).

O(G) < x(G) | On a déja étudié le probleme de la minimisation de la plus
grande valeur propre d’un ensemble de matrices. En appliquant ce qui avait
été vu alors, on a la formule suivante, qui exprime la détermination de O(G)
sous la forme d’un probleme SDP :

O(G) = inf A
contraintes A < \J
Ajj=1sii=jou{i,jl el

ou encore :
O(G) = inf A
contraintes Y +J <X \I
Yij=0sii=jou{ijtekl
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2.5 Un algorithme de point intérieur

ou J € M, (R) est la matrice dont tous les éléments valent 1.

Soit v une k-coloration de G. On regroupe les sommets de G selon leur
couleur, ce qui donne une partition C1,...,C) de V. On pose ¢; = |C;| pour
tout 1.

Pouri=1,...,k,onpose M; =k (J., — I,), ou J., désigne la matrice carrée
de taille ¢; remplie de 1, et I, la matrice identité de taille ¢;.

Soit alors

-M; 0 ... 0

Y = 0 =M € Su(R)
: . . 0
0 ... 0 —M,

Y vérifie bien les contraintes Y;; = 0 si i = j ou {4,j} € E, et on a en outre
Y +J =kl

Par conséquent, O(G) < k. m

Ainsi, puisque 'on a exprimé notre probléme sous la forme d’un probleme
SDP, la détermination de © peut se faire de maniere efficace, alors que dans
le cas général, celle de w(G) ou de x(G) est délicate.

Le cas le plus favorable est celui d’'un graphe parfait, pour lequel w(G) =
X(G). Cependant, la difficulté réside dans la reconnaissance de tels graphes.

2.5 Un algorithme de point intérieur

Dans cette section, on étudiera un algorithme qui résoud, de maniere ef-
ficace (on précisera le sens de cette efficacité par la suite), les problémes
de programmation semi-définie. Rappelons I’énoncé des probléemes primal et
dual :

(P) min CeX
contraintes A vecX =Db
X € SH(R)
(D) max ‘by

contraintes C — Mat('Ay) € S;(R)
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

2.5.1 Le principe : 'introduction d’une fonction potentiel

On suppose dans toute cette partie qu’il existe une solution primale-duale
intérieure (Xo,yg, S0), ¢’est-a-dire un triplet vérifiant :

Xo€eFp ﬂS,j’"‘(R)

(y0750) € fD
So S S7T+(R)

Rappelons que par définition, on a : Sy = C' — Mat('Ay,).

Dans cette partie, ¢ désignera un réel strictement positif.

Définition 2.5.1
On définit la fonction-potentiel primale ¢ par :

p:Sh(R)xR — R
(X,2) > qn(CeX —2z)—Indet X

La fonction-potentiel primale duale ¢ est définie par :

P:Sp(R) xSp(R)  — R
(X,5) +— ¢ln(X eS)—Indet(XS9)

Stratégie de I’algorithme

La stratégie consiste a générer une suite (X, y, Sk) de solutions primales-
duales intérieures telles que (X}, Si) décroisse d’au moins une constante
6 > 0 a chaque itération. En choisissant alors convenablement ¢, on abou-
tira & la majoration de I'écart de dualité C e X — 'by, < cste x €, ou €
est la précision recherchée. Plus précisément, le résultat fondamental est le
suivant :

Théoréme 2.5.2 Soit 0 <e << 1.

Soit (Xo, yy, So) une solution primale-duale intérieure.

On pose ¢ = n+ [y/n] dans les fonctions-potentiels.

On suppose d’une part qu’il existe une constante E telle que

¥(Xo,80) < Evn

et d’autre part qu’il eriste une constante § > 0 et un algorithme générant
une suite de solutions primales-duales intérieures (X, yy, Sk) telles que

Vj >0, ¥(Xjt1, Sit1) < ¥(X;,S;) — 6.
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2.5 Un algorithme de point intérieur

On a alors :

]
Vk:z\/ﬁlsnd, CoXj— tby, < cPe

(e désignant la constante exp(1)).

Preuve :
Soitkzw. On a:

(X, Sk) Y(Xo, So) — ko
VAE — /i<
Vi (E — [ine))
vn (Ine? — |Ine|)

vnln (e%e)

INININ A

Par conséquent,

Vvnln (X eSy) < —nln (X, eSk)+Indet(XySk) + v/nln (eEe)
< —nlnn++/nln (eEe)

La derniere inégalité est obtenue en vertu d’un lemme qui restera a démon-
trer.
On obtient des lors facilement la majoration

In(Xy o S) < In(eFe)
ce qui conduit, puisque XS5, = Ce X} — ‘by,, & la majoration annoncée. m

Afin de terminer la démonstration précédente, il nous reste & prouver le
lemme suivant :

Lemme 2.5.3
Soient M, N € S;FT(R). On a linégalité suivante :

Indet(MN) —nln(M e N) < —nlnn

Preuve :
On considere les valeurs propres 1, ..., 4, de M N. Ces valeurs propres
sont toutes réelles et strictement positives : ce sont les mémes que celles

t
de M2NM2 = M:NM? (qui est symétrique réelle définie positive). En
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

effet, ces deux matrices ont le méme polynéme caractéristique :
xun(X) = det(XI— MN)
— det (MEXIM™3 — MEMENMEN )

—  det (M% (XI _ M%NM%) M*%)

=

— det (M5> X, h e (X) det (M—%)

= Xpdymt &)

On peut alors écrire :
Indet(MN) = nin(M o N) = n (In|(det MN)7| ~ In(Tr(MN)))
= n <ln {(,ul,un)ﬂ —In(p1 + ... + ,un))

L’inégalité arithmético-géometrique et la croissance du logarithme permettent
alors de conclure. m

Un nouveau probléme primal-dual associé au probléeme original

On va maintenant associer au probleme primal (P) un nouveau probleme
(P’) qui va recentrer la solution initiale (nous expliciterons ce point plus
loin). On lui associera a son tour une fonction-potentiel primale qui permet-
tra de controler celle de (P).
Soit Xy € S;F(R) une solution initiale intérieure de (P). Soit Ly € M,,(R)
une matrice telle que

Xo=Lo"Lo

Par exemple, on peut prendre pour Ly un facteur dans une décomposition
de Choleski de Xy, on bien prendre pour Lg sa racine carrée.
Soit r € N fixé. On considere ’application suivante :

7:5.R) — S,(R)xR"

_ t,—
X (n4+r)Ly* X "Lyt ( (n+r) )1r
r+XoleX \r+X;leX

T admet une inverse a gauche S :

S: SR xR" —  S,(R)
(A,a) +— LoA'Le
2 aj/r

j=1
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2.5 Un algorithme de point intérieur

Un calcul évident permet effectivement de montrer que S(7 (X)) = X pour
X € §,(R). On introduit maintenant notre nouveau probleme de minimisa-
tion :
(P min CeX + 'c(2)x
contraintes AvecX + Ax =0

TrX)+"1,x=n+r

X € SF(R)

xeER",x>0

ou 'on a noté :

( =
A= A(Ly ® L)
A= (-1/r)b'1,

On associe a (P’) une fonction-potentiel primale ¢ :
B T
#(X,%,2) =qln [C_’OX' + té(z)i] —Indet X — Zlni‘j
j=1

On peut alors controler I'accroissement de ¢ grace au lemme important

suivant :
Lemme 2.5.4
Soit (X,x) € Sp(R) x R”, tel que & = ... = .. Soit X = S(X, ).
On pose q=n—+r.
Alors : o B

¢(X7 Z) - ¢(X05 Z) = d)(Xv 5:7 Z) - ¢(Ia 17‘a Z)
Preuve :

D’une part, on a :
d(X,z) = qn(CeX —2z)—Indet X

tr—1A7—17 vt '
o (LOL Lo X Lo\ ] LoX Lo

2 /T 2 /T
= qln[C.X —z] —ln[( L ) }—lndetX—lndeth
2 xj/ 2 xjfr

= qln(C_'oX'—szj/r)—q(anwj/r)+n<1n2xj/r)—lndetX—lndeth
= ¢In(C e X — '¢(2)x) — rInZ; — Indet X — Indet X
= ¢qIn(C e X — '¢(2)x) —Zln:zj — Indet X — Indet X,

= ¢gln
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D’autre part, on a :
#(Xo,2) = qln(C e Xy — z) —Indet Xy
— ¢In <Tr [tLgléLglLo tLO} _ z)
= ¢ln (Tr (C’) — z) — Indet Xy
= ¢ln (C’OI — z) — Indet X
Ces deux calculs menent immédiatement au résultat annoncé. m

On va maintenant majorer ¢(X,%,z) — ¢(I,1,,2). On utilisera pour cela
le lemme suivant :

Lemme 2.5.5
Soit M € S§,,(R) vérifiant : 0 < M < I. Alors :
Tr [(1 - Mﬂ
Indet M > Tr(M)—n—
B =TT

Preuve :

Soient i1, ..., iy, les valeurs propres de M (remarquer qu’elles sont toutes
comprises entre 0 et 1).

On peut ainsi développer In 1; en série entiere, pour obtenir :

Inpj =In[1 = (1= py)]

+oo ok

=py -1y Tl
=
>py—1- 3 B2
)’
==L
(1—py)

> pj = 1= o

En sommant pour j allant de 1 a n, on obtient :

=Tr[(I-M)?
—_——~

. . > (- py)?
=1
2= 2 g )

N—— N——
=Indet M =Tr(M)

ce qui est le résultat attendu. m
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2.5 Un algorithme de point intérieur

Corollaire 2.5.6
Soit (X, z) € Sp(R) x R” vérifiant les trois conditions suivantes :

Tr(X)+ "t,z=n+r
0<X <1
Vi, 0<2; <1

On pose encore ¢ =n+r. On a alors :

0-X+tc<z>a:> p(X—1)° +|2— 1|3
1, ) 2]

L=p(I=X) =1, — 2]

CoXt'e(z)x | _ . Tr((X=D)?)+5(3;-1)°
<ql [7] Tr . +(n+r)+Q[I—max(p(I—X'M|1:—>’<\|00)]

Ty
. CoX+te(2)x Tr((X—1)%)+> (z;-1)
=gqln [TT(C‘)thé(z)l,«] 2[1—max(p(I—X) |1 —%l|)]’

la derniere égalité découlant de la premiere hypothese.
Il ne reste qu’a remarquer que l'on a les inégalités suivantes pour conclure :

T ((1-%)°) < |1- X
(@ — 1) < |1 — ab||? ) n
max (p (I = X), |1, —abl|) < |1 = X|| + |1, — b

2.5.2 Un algorithme de réduction du potentiel

A T'image de ce que l'on fait classiquement en programtion linéaire, on va
s’intéresser a la version modifiée de (P’) suivante :
(P") min CeX+ 'e(2)x
contraintes AvecX 4+ Ax =0

Tr(X)+ ",x=n+r
X 1P +x-L|P<p <1
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

Proposition 2.5.7
On peut reformuler (P") de la maniére suivante :

"o - . vecC vecX
(P")bis min < o(2) ) o < = >
contraintes A’ < 'Ue_cX > = < Or )
T n+r

vecX vecl
C2%)- (%)<

ou l’on a noté

Preuve :
Il suffit de remarquer successivement que :

() (F) - () ()
= "vecC vecX + 'c(2)x
= (vecC) s ( vecX) + e(2)x
= CeX+ 'el2)x

vecX
t veel tl X

A vecX + Ax
t vecl vecX + t1,x

(+e
(:
_ < A vecX + Ax N )
(
(3

@ A’( V(iCX > _
X
vecl) o ( vecX) +

X+ 1,x

A vecX + Ax
Ie

A ecX + Ax
Tr(

X 2
v H( ve7CX > B < Yol )H - H vecX — VecIH2 + % — 17~H2
X 1,

X — 1] + || — 1,



2.5 Un algorithme de point intérieur

Pour la suite de l’algorithme, une étude de la projection orthogonale sur
ker A’ est nécessaire :

Lemme 2.5.8
Soit

Py=|1-

<v1erd>(tv6d 1, ) I_(,:A)

n—+r

Alors Py est la matrice de la projection orthogonale sur ker A’.

Preuve :
Remarquons que Py s’écrit :

1 1

Pu = |1 "M (M'M)" M| [1— N (N'N)"'N| = Py Py

avec { M = ( iveg] 1, )
N=(A 4)
® Py et Py sont les matrices des projections orthogonales sur ker M et
ker N respectivement.
Faisons la démonstration pour P :
un calcul simple montre que P2 = Py = 'Puy, ce qui montre que Py est
la matrice de la projection orthogonale sur Im(Ppy).
Il reste & montrer que I'm(Py) = ker M.
D’une part, M Py; = 0, ce qui montre que I'm(Pys) C ker M.
D’autre part,

vekerM = Mv=0
= Pyv=v— 'MM'M)™ My =2
=0
= vE Im(PM)
® Py et Py commutent : il suffit de remarquer que l'on a :
N'M = A vecl + A1, = 0.
On peut alors facilement en conclure que

Py? =Py = 'Py
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et que
Im(Py) = ker A,

ce qu’il fallait démontrer. m

On a remarqué dans la démonstration précédente que ( > était une

ec

1,
: e X X 0 .

solution particuliere du systeme A’ ( vee > = ( " ) On peut des

X n+r
lors facilement résoudre le probleme (P")bis : il admet une unique solution
< vecX; ) ,
_ , donnée par :
X1

vecX; _ vecl vecC
() =00 ) o ()
On pose alors :

X(2) = S(X1,%1) )
-1 vecC
y(z)=(N'N)" N &(2) )
S(z) =C — Mat [*Ay(2)]
ou l'on a encore noté N = (A fl).
Etudions quelques propriétés de X (z) :

Proposition 2.5.9
X (z) est une solution primale intérieure, c’est-a-dire :

A vecX(z)=1b
{ X(z) € ST (R)

Preuve :

Le fait que X(z) € ST (R) découle de la définition de X (z) et du fait
que l'on ait :
Xl € S;_—i_ (R)
{ Vi, X1, >0

ces deux propriétés découlant immédiatement de la contrainte

X —1P+x— 1> < 8% < 1.

Q’autre_ part,
A vecX; + Ax; =0
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2.5 Un algorithme de point intérieur

<:>A(L0®L0 VeCX1+( %)b 1,x; =0
®u4vecu@qum)—fb 1,% =0

@Avec[( x”) }:lb 1,%;
X X
@(z ”)AvecX() (Z%)b
< A vecX(z) = b, la derniére équivalence étant vraie car (Z x%) # 0,
puisque § < 1. m

On va maintenant étudier S(z), pour laquelle la situation est moins claire.
On introduit pour cela les quantités suivantes :

A():COX()—Z

et
AL =S5(z) e Xg=CeXy— 'by(z).

Proposition 2.5.10

On pose () = P (2657 ).

On suppose qu’il existe o €]0,1] tel que ||P(z)|| < o
Alors S(z) € S;TH(R) et ‘by(z) > =z

De plus, on a :
+n?/r
%SL——I n *
0 0 n+n2/r—a? ()

Ag
n+r’

et

n+r\; ‘ < « (%)
n Ay |~ /n+ nZ/r
Preuve :

® Remarquons tout d’abord que ’on peut exprimer P(z) al’aide de X (2), y(2)
et S(z) :

= () (e ) ()

1 tMM) < vecC

n+r c(z)

) _
_ < vecC > ~ tNy(z) — MM < vecC > par définition de y(z)

I-'N(N'N)~ >mMWﬂ

o(2) nir e
Z‘;;’)C > - ( i“j ) y(e) - —— ( vee! > [* vecl veeC + '1,&(2)]
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Or :
" vecl vecC = IeC' = Tr(C) = Tr(LoC 'Lo) = Tr('LoLoC) = Tr('XoC) = CeXy
et

,6(2) = — = 1,1, = —

T N—~—

et on obtient donc :

P(z) = ( veeC - "Ay(z) ) _CeXo—2 ( VlecI >

c(z) — Ay(z) n+r
De plus,
vecC — 'Ay(z) = vec (*LoCLg) — ‘[A(Lo ® Loly(z)
= vec ('LoCLg) — ( Lo ® 'Lo) "Ay(2)
— vec( LOCLO) ( Ly® tLO) vec [Mat (tAy(z))}
= vec ( LQCL()) — vec ( LoMat (tAy(z)) LO)
= vec( Ly [C Mat(tAy( ))] )
= vec("LyS(z)Lo)

et d’autre part

by (z) — 2z

o(e)  “dy(:) = ~E1, = (<1 )1, byl = 2

1,

et I’on obtient donc finalement :

vec ('LoS(2) Lo CeXy—z [ wvecl
P(Z) = < tl:()y(z)—zlr ) - n—i-OT‘ ( 17” > (***)

® Supposons que S(z) ¢ S (R). Alors ‘LyS(z)Lo n’est pas non plus définie
positive, et admet donc une valeur propre p < 0.
Alors (x * %) implique :

Ao
P >
PG = 0 (55

Ao Ao
I—1'LoS(2)Ly ) > —u>
05(2) 0>_n+r M‘n—i—r’

ce qui est en contradiction avec I’hypothese.
De méme, si 'by(z) < z, (x * *) implique

Ao 'by(z) -z o Do

H_n+r r “n+4r’

I1P(2)
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2.5 Un algorithme de point intérieur

ce qui est aussi une contradiction.

©® En outre, (x * ) implique :

vec | LoS(z)Lo — %I] - HA—JFOT — %} vecl
P(Z) = |:AO—A1 B Ao 1
T ntr | =T
Mais comme
A A
Te|'LyS(z)Lo — 11] = Te('LoS(z)Lo) — —Tel
n n

= Tr('LoS(z)Lo) — %n

Tr (LO tLoS(Z)) - Al
== X()OS(Z>—A1 :0,

on a (Pythagore) :

A
| P()I* = || *LoS(2)Lo ~ 1

Ap |7 2\ /A Ao \?

'LoS(z)Lo — —LI| + <n + ”) <1 _ 20 ) .
n r n n+r

Supposons que l'on n’ait pas (). La derniere égalité implique alors :

L e I L T =

n+n?/r—a? n+r

A
Let en la

En considérant cette derniere expression comme un trindbme en
minimisant, on obtient la contradiction suivante :

PG> a? (20 )

n—+r

Par conséquent, on a bien montré (x).

Pour finir, la minimisation du trinéme en % implique directement que

2 2
(n+n?/r) (Al— Ao ) §a2( = ) :
n n+r n+r

d’ott 'on déduit facilement (xx). m

Il reste encore une étape avant de passer au théoreme principal de cette sec-
tion. Cela concerne la majoration de la quantité ¢ (Xl, X1, z) —¢(I,1,,1):
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CHAPITRE 2 : Programmation semi-définie positive

Lemme 2.5.11
On pose ¢ =n +r. Soit ()_(1, :_1:1) la solution du probleme (P")bis. Alors :

- ] 1Pl g
(X1,m1,2) =0 1) < (0 NS =2 m 4 30 — )

Preuve :

® On rappelle que
vecX; _ vecl vecC
()00 ) e ().
On obtient alors :
. vecX; — vecl
x1— 1,

* 0 (II£8H>

Co(Xi—D+e(x)(x1 -1, = ( veeC
(

)
)+
= e (e )oFe
(
(
|

- TR 2?25_‘ Jere (S >
= e (v ) e ( Gy
- Pg> ()] e (R
- —rpr IPGI?

- —BIPG

© 11 suffit maintenant d’utiliser I'inégalité : Vo > 0, In(1 + x) < x et d’ap-
pliquer le corollaire 2.5.6 pour conclure. ®

Conclusion

Rappelons I’énoncé des problemes primal et dual de départ :

(P) min CeX
contraintes A vecX =b
X € SFR)
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2.5 Un algorithme de point intérieur

(D) max "by
contraintes C — Mat('Ay) € S (R)

Notre but était de réduire le potentiel (2.5.2). C’est ce que 'on fait dans le
théoreme suivant, ol ’'on montre ’existence d’un tel algorithme de réduction
du potentiel :

Théoréme 2.5.12

On considére une solution primale-duale intérieure (Xo, yy, So).

On pose v = [\/n], g=n+71 et 20 = "by,.

On pose enfin X1 = X (29), y; = y(20) et S1 = S(20).

1l existe alors une constante § telle que l’on ait l’alternative suivante :
- soit X1 € SAH_(R) ET Q[J(Xl, So) < w(Xo, S()) -9

- soit Sl € STT—F(]R) ET ¢(X0, Sl) < ¢(X0, S()) — 0.

Preuve :

S’il existe une constante 0 < a < 1 telle que

Ao

P >
|PE) > a2

alors :

(X1, 5) = ¥(Xo,5%) = &(X1,20) — #(Xo, 20)
= &(X1(20),%1(20), 20) — ¢(I, 17, 20)
ﬂZ
2(1-p)’
la derniere inégalité étant obtenue grace au lemme 2.5.11.

Sinon, ’hypothese de la proposition 2.5.10 est satisfaite. En appliquant éga-
lement le lemme 2.5.5, on obtient :

< —Pa+

X, X,
nlnXge S; — Indet XoS; = nln(no.sl>—lndetn 051

Al Al
nXyS1

1
H n tL(]SlL[)/Al - IH 2

= nlnn —Indet car A1 = Xpe Sy

< nlnn+

2 (1 - HntLgleo/Al - IH)

2
gl R

< nlnn+ ———~ d’apres le (%) de la prop 2.5.10

2(1=7) *)

2

< nlnXyeSy—Indet XySy + _T en vertu du lemme 2.5.3

2(1—9)
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D’autre part, le (xx) de la proposition 2.5.10 implique :

Ar<|1--1 n a A
! n—+r n+7’1/n—|—n2/r 0
d’ou
Xoe S

rin —rln£<i —1++
Xo oSy Ag " n+r NCERIY .

On en déduit finalement :

r2 (6% 72
¥(Xo, 51) — 1(Xo, So) < ntr (1 + m) + 21 —7)

. 2 2
En posant § = min <—ﬁa + ﬁ, nTT_r <—1 + \/'rfrz/n> + 2(17_7)>, on ob-
tient la réduction du potentiel attendue. m

Remarque :
Posons a = 0.55 et 8 = 0.3. Alors

ﬁQ

———— = —0.1007142857.
2(1-7)

—fBo+

, . . _ ﬁ _ e ’72 ~ —
De plus, on étudiant la suite u, = pranwe ( 1+ \/r+r2/n> + Sy 00T =
[v/n], on peut montrer, par une méthode technique mais élémentaire, que

vn > 2,u, < us = —0.1046678683.

Pour n > 2 et pour ce choix de «, 3, on a donc é > 0.1.

On en déduit donc 'algorithme suivant :

Rappel : Fp désigne I'ensemble des solutions du probleme primal (P), et
Fp Pensemble des solutions du probleme dual (D). Rappelons & nouveau
I’énoncé de ces deux problemes :

(P) min CeX
contraintes A vecX =b
X € SFR)
(D) max "by

contraintes C — Mat('Ay) € S;7(R)
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2.5 Un algorithme de point intérieur

Entrée :
Une matrice X € Fp NS (R)

Un vecteur y, € Fp intérieur (ie Sp := C — Mat (‘*Ay,) € S T(R))
Une constante € > 0.

Sortie :
‘ Une solution primale-duale X € Fp, y € Fp telle que Ce X — 'by < «.

Procédure :
1) a:=0.55, B := 0.3 (pour avoir d > 0.1, cf remarque précédente)

2) X :=Xo, S:=C— Mat ("Ayy), y :=yg et z:= 'byy, r = [Vn]
3) Tant que C @ X — 'by > ¢ faire
Calculer y(z), S(z) et P(z) (formules pages 36 et 38)

Si [|P(z )||Za(C X —2)/(n+7r) Alors

( x) = (I,1,) - BP(2)
=8 (X,%)

Slnon
S :=5(z)
y =y(z)
z:= 'by

Fin Si

Fait

Algorithme 1: Algorithme naif de réduction de potentiel

Remarque :
Il s’agit ici d’un algorithme naif, que 'on peut bien str améliorer dans la
pratique. On pourra par exemple consulter [Ali] pour un choix de « et 3

plus efficace, et quelques autres pistes d’amélioration.

Correction et complexité de I’algorithme

La correction de l’algorithme précédent découle directement du théoreme

2.5.12.
Quant & sa complexité, elle fait I'objet du théoreme 2.5.2, qui donne un

majorant du nombre d’itérations nécessaires.
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CHAPITRE

3

Polynomes positifs, sommes
de carrés; minimisation

3.1 Reconnaitre les sommes de carrés : un algo-
rithme

Dans cette partie, on montre le lien entre ’écriture d’un polynéome comme
somme de carrés de polynomes et I’écriture a ’aide de matrices semi-définies
positives. On en déduira un algorithme pour décider si un polynoéme est une
somme de carrés ou non. On consultera l’article [P\W] qui donne une méthode
pour donner, le cas échéant, une représentation.

3.1.1 L’espace L;

Dans cette section, nous serons amenés a étudier les polynémes en n va-
riables. Quelques notations sont nécessaires a la lisibilité de I’ensemble.

Notation :
R[X] désignera anneau R[z1, ..., z,], et on notera > R[X]? les sommes de
carrés de polynomes.

On étudiera particulierement les monémes de R[X], ce qui nous ameéne &
la notation et a la définition suivantes :

Notation :

Pour a = (a1, ..., ) € N, 2% désignera le monome z{*...z0"

n
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Définition 3.1.1
Pour d € N, on pose

Ag={(a1,....,an) eN"/ a1 + ... + a, < d}

On a alors
|Agl = Cpig:=N

et on notera par conséquent

Ad = {ﬂl) 7ﬁN}

On en vient maintenant & ['objet de cette partie. Dans ce qui suit, on se fixe
un polynéme f € R[X], et on pose m = (2, ..., V).

Définition 3.1.2
On note Ly l'ensemble des matrices symétriques réelles B de taille N telles
que

f=mB'm

Afin d’étudier L7, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.3
On munit les monomes de R[X] de Uordre (total) du degré lexicographique
<deglex- Sotient

A= {(a76) € Ad X Ad / :Lﬁ Sdeglex xa}
et

T A — Aoy
(,8) = a+p"

Alors m est surjective, et par conséquent :

1
§Cg+d (Cgm + 1) > Clyy

Démonstration :

e Montrer la surjectivité de m revient & montrer que tout monome x¥ (avec
v € Aog) peut s’écrire comme produit de deux monémes x®, z° avec o, 3 €
Ag et B <deglex @ ou o = (3. Il suffit alors de prendre pour o l'exposant du
plus grand mondome (pour <gegiex) de degré total < d qui divise x7, et de
poser alors B =~ — a.

e Puisque m est surjective, on a :

[A] = [Aadl
ce qui entraine l'inégalité annoncée dans le lemme. B

46



3.1 Reconnaitre les sommes de carrés : un algorithme

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.1.4
Ly est un sous-espace affine de Sn(R), de dimension

*Cg+d (Cd+d + 1) Ol o

Démonstration :
. . N(N+1)
On identifie SN(R) a R™ 2
L’identité
f=mB'm

peut se réécrire sous la forme du systeme linéaire

() > biy=oaa

Bi+Bj=a

Ce systéme (S) est équivalent au systéme (S’) ou les variables byj avec j > i
sont éliminées en utilisant la symétrie de B : bj; = bj;.
On obtient alors un systéme équivalent (S”) en les variables (bij)i1<j<i<n, €t
dont la matrice associée A est de taille <\A2d\ NH))

De ce fait, Ly est un sous-espace affine de Sy(R), de dimension

N(N +1)

5 —rg(A)

A est une matrice qui ne contient aucune ligne nulle (cf lemme précédent),
et telle que chaque colonne contienne exactement un élément non nul (égal

a1l oua?2): chaque variable bi; n'apparait que dans une seule équation.
N(N+1)
Soit B = (ek)1<k< NV la base canonique de R

A multiplication par un scalaire non nul pres, chaque ex apparait dans les
colonnes de A.

Par conséquent, aprés permutation des lignes et des colonnes, on peut se
ramener au cas ot A est une matrice du type

: . . 0 : :
0o --- 0 >\|A2d‘ k  ee. %

ot tous les \; sont non nuls.
Par conséquent, le rang de A est maximal, égal a |Aog| = n+2d7 CQFD. m

Ainsi, pour déterminer Ly, il suffit de résoudre un systéme linéaire. On a
implémenté ceci en Maple, dans la procédure Lf.
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Exemple : On a testé notre procédure sur I’exemple donné dans ’article de
Parrilo et Sturmfels (on a pris m = (1,z,y, z, 2%, vy, y?, vz, yz, z°) comme
dans leur article) :

> Pi=xkkd+yxxd+zxkd-4xxxy*z+x+y+z-lambda;

P=gt4yt42 —doyz+a+y+z—\

> Lf(P,m);
l'espace affine est de dimension
20

A % % % bis bi,6 bi,7 b1,8 b1,9

% —2b15  —bis —b1g 0 —b3 5 —b36 bas b2 9

P —b16 —2b17 —b1,9 b3,5 b3.6 0 b3,8 —ba7

3 —b1g —b1,9 —2b1,10 —bag —bag—b3g—2 bary ba,g —b3,10
b1,5 0 b3 5 —ba g 1 0 bs,7 0 bs.9
b1  —bss bs6 —b2 g —b3 g —2 0 —2bs,7 0 —bs9 be,9
b1,z —bse 0 ba7 bs,7 0 1 —bg,9 0
b1s ba.s b8 ba,s 0 —bs9 —bs,9  —2b510 bs,9
b1,9 b2,9 —ba7 —b3,10 b5.,9 b6,9 0 bs,9 —2b7,10
bi,10  —bas b3,10 0 bs,10 —bs,9 b7,10 0 0

3.1.2 Matrice de Gram

On garde les mémes notations. On sait maintenant associer a un polynome
f € R[X] un espace affine L; qui le représente, et dont on connait la dimen-
sion.

Le théoréme

Dans cette section, on va expliciter la condition pour f d’étre une somme
de carrés en une condition sur Ly, a savoir :

Théoréeme 3.1.5
Soit f € R[X] de degré 2d.
Alors :
f e RIX]? ssi L NS (R) # 0

Définition 3.1.6
Une matrice B € L; NS, (R) est appelée matrice de Gram associée a f.

Démonstration :

Supposons que f € S.R[X]? :

t
F=>n
i=1
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3.1 Reconnaitre les sommes de carrés : un algorithme

Soit A € My« n(R) la matrice dont la i€colonne est composée des coefficients
de h;. Alors
f=m(A'A)'m.

Posant B = AA, on obtient la matrice attendue.
Supposons qu’il existe une matrice B € L NS, (R) de rang t. B est
alors diagonalisable dans une base orthonormée, et on peut donc écrire

B=PD'P

ot P € GLN(R) et D = diag(dy, ..., dy, 0, ...,0) avec d; > 0 pour tout i. On
note V= (vi;). On pose alors, pour i € [1,t],

N
h; = \/diizvji.T/Bi S R[X]
j=1

De légalité f = m(PD'P)'m, on déduit finalement f = h? + ...+ h?. m

Remarque :

La preuve ci-dessus construit explicitement 1’écriture de f comme somme de
carrés a partir de la matrice B, a condition de connaitre les valeurs propres
de B. Ces valeurs propres sont réelles, mais on ne reste pas forcément dans
le corps des coefficients de B.

Réduction de la dimension

Le probleme qui se pose en pratique est la dimension de £y qui croit rapi-
dement avec le nombre de variables et le degré du polynome. Mais on peut
simplifier ce probleme en éliminant de la liste m des monoémes ceux dont on
sait qu’ils ne peuvent pas apparaitre dans une décomposition de f en somme
de carrés. Par exemple, on a implémenté sous Maple la regle suivante :
Soit v € Agg. Supposons que 7y s’écrive v = 2a et qu’il ne s’écrive d’aucune
autre maniere comme somme d’éléments de Ag4. Si ay = 0, alors ® ne peut
apparaitre dans ’écriture éventuelle de f en somme de carrés.

Exemple 1 : Voici un premier exemple en Maple :
> Pi=xT2%yT2+x72+y " 2+1;
Pi=ay* +a?+y> +1
> elim(P);
[[1, 1], 1, 0, 0, 1], [0, 0]]

Ainsi, seuls les monémes zy, x, ¥y, 1 peuvent intervenir dans une décomposi-
tion de f en somme de carrés, en suivant notre regle.
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Exemple 2 : L’exemple de Parrilo et Sturmfels :
> Pi=xkkd+yxkd+zixd-4kxxy*rz+x+y+z-lambda;
P=x* 4yt 4+ —doyz+oc+y+2—\
> elim(P);

[[2’ 07 0]7 [17 17 0]? [17 0’ 1]7 [1? 0? O]’ I:O’ 27 0}? [07 1? ]‘]7 [07 ]" 0]7 [07 07 2]’ [07 07 1]7
[0, 0, 0]]

On va voir que notre méthode ne nous a pas permis d’enlever de monémes ;

a ’aide de la procédure lexico(nbvar,deg), qui génere tous les mondmes en

nbvar variables de degré d, on retouve bien tous les monémes fournis précé-
demment par la procédure elim(P) :

> lexico(3,2);

[[2’ 07 0]7 I:]‘? 17 O:I? [17 0’ 1]7 [1? 07 O]’ [0’ 27 0}? [07 1? ]‘]7 [07 ]" 0]7 [07 07 2]’ [07 07 1]7
[0, 0, 0]]

Intérét : On peut ainsi réduire la dimension de 'espace Ly, qui devient, si

le nombre de monémes pouvant intervenir est M :

M(M+1
aim(c;) = THFD )
ou A est la matrice associée au nouveau systeme linéaire. A est de taille
<|A2d|, %) Pour calculer son rang, on peut remarquer qu’il peut dé-

sormais apparaitre dans A des lignes nulles, disons au nombre de [. Par un
raisonnement semblable a ce qui a été fait auparavant, on obtient :

rg(A) = |Agq| — 1

Matrices semi-définies positives et inégalités polynomiales

Dans un premier temps, on a donné un algorithme qui détermine Ly, ainsi
qu’implémenté une procédure sous Maple qui renvoie la forme générale d’une
matrice de L¢, matrice a p = dim(Ly) parametres, notés 61, ..., 0.

On a ensuite réduit cette dimension, et donné une condition nécessaire et
suffisante pour que f soit une somme de carrés : il faut et il suffit que Ly
contienne une matrice semi-définie positive.

Dans cette partie, nous allons exprimer cette derniere condition a ’aide d’in-
égalités polynomiales sur les parametres 01, ..., 8,. Pour cela I'outil essentiel
sera la regle de Descartes. Il nous faut donc introduire la définition suivante :

Définition 3.1.7
Le nombre de changements de signes V(a) d’une suite finie a € (R*)F est
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3.1 Reconnaitre les sommes de carrés : un algorithme

défini par induction sur k € N* par :

V(al) =0

_ V(Cll’ "-7ak:—1) + 1 st Sign(ak_lak) = —1
Via,...,ax) = { Viar, .ap_1) sinon

Cette définition s’étend a une suite finie a d’éléments de R en considérant
la suite finie b obtenue en supprimant les zéros de a et en définissant alors
V(a) = V(b).

Proposition 3.1.8

Soit M € S,(R). On note xpr = T™ + 1T + ... 4+ ag son polynome
caractéristique. Soit k € [0,n] la valuation de x .

On a alors l’équivalence suivante, en posant a, =1 :

M € SFR) < Vie [k,n], (1) ™a; > 0.

Démonstration :

Xum nadmet que des racines réelles. De plus, M € S;F(R) si et seulement si
xm nadmet que des racines positives. La régle de Descartes, exacte dans le
cas d’un polynome n’admettant que des racines réelles, nous donne :

card{z>0 / xm(z) =0} = V(xum)

Factorisons xpr de la fagon suivante :
xu(T) =THQ(T)
Alors Q(0) # 0, et par conséquent :

card{z > 0/xm(z) =0} =k +card{z>0/Q(z) =0}
— k1 V(Q)

On a finalement :

M e S (R)
s card{z>0/ xm(z) =0} =n
Sk+V(Q)=n

Mais, puisque deg(Q) =n —k, V(Q) < n —k, et donc M € S (R) si et

seulement si V(Q) est maximal, ie les coefficients de QQ sont tous non nuls
et alternés, CQFD. m

On peut exprimer ces conditions sous la forme d’inégalités larges :
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Corollaire 3.1.9
Avec les mémes notations :

M € SFR) < Vic[0,n], (~1)"™a; >0

Démonstration :

Conséquence immédiate de la proposition précédente.

Supposons que Vi € [0,n], (=1)"*"a; > 0. Montrons que xn ne peut
pas avoir de racine strictement négative, ce qui permet de conclure puisque
XM n'admet que des racines réelles.

Soit donc z < 0.

Supposons que xpr soit de degré pair :

XM = T2 + agd_1T2d_1 +...+ag
On a alors :

d—1 o d-1 .
xu(z) = 220 + Z as; (,22)Z +ZZU/2¢+1 (,22)Z > 22>
i=0 i:O\;’O-/

>0 >

et donc z n’est pas racine de X -
Un argument analogue permet de conclure dans le cas ou xpr est de degré
impair. &

3.1.3 Application : exemple de Mo6tzkin

Motzkin, en 1967, fut le premier a donner un exemple d’un polynéme positif
qui ne soit pas somme de carrés de polynémes. Il s’agit du polynome

S =28 4+ xty? + 2yt — 327y?2?

La positivité de S résulte de 'inégalité arithmético-géométrique, en remar-
quant que z2y?22 est la moyenne géométrique de 25, x4y et x2y?.

On se propose d’utiliser ce qu’on a fait dans les parties précédentes pour
retrouver le fait que S ¢ >° R[X]?.

> 8:=zZ76+xT4Xy 24X 2%y T4-3*xX 2%y 2%z 2;
S =20 4oty 4 a2yt — 322y2 22

> m:=elim(S);
m:=[[2, 1, 0], [1, 2, 0], [1, 1, 1], [0, O, 3]]

Ainsi, seuls les monémes x%y, xy?, xyz et 23 peuvent intervenir dans une
éventuelle décomposition de S en somme de carrés.

52



3.2 Minimisation des polynémes a I'aide de la programmation semi-définie

> Lf(S,m);
l'espace affine est de dimension :
0
10 00
01 00
00 -3 0
00 01

Lg est de dimension 0 : il ne contient qu'une seule matrice. Evidemment,
on n’a pas besoin des conditions obtenues dans la partie 1.3.3 (inégalités
sur les coefficients du polynome caractéristique) pour voir que cette ma-
trice n’est pas semi-définie positive, —3 étant visiblement valeur propre. Par
conséquent, on peut directement conclure que S ¢ > R[X]2.

3.2 Minimisation des polynémes a 1’aide de la pro-
grammation semi-définie

Soit P € R[X] = R[X1,...,X,] de degré deg P = 2d. Le probléme est de
minimiser P :

(P1) minimiser P(x)

sous la contrainte x € R"

Si le minimum est fini, on veut aussi déterminer un point qui réalise ce
minimum. Ce probléme est en pratique tres difficile a résoudre (pour un
article de synthese concernant les différentes méthodes algébriques exactes,
on pourra consulter [5]).

3.2.1 La méthode de Parrilo et Sturmfels

La premiere idée qui peut venir a ’esprit est celle-ci :

Soit p* le minimum de P sur R™. Une condition suffisante pour que A < p*
est que P — A soit une somme de carrés de R[X]. On va donc considérer le
probléeme suivant :

(P2) maximiser A

sous la contrainte P(z) — \ € Z:R[X]2
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En considérant I'espace Lp_» (voir la la section précédente), ce probleme
est équivalent au probleme SDP suivant :
(P3) min CeX
contraintes X € Lp_)
X=0

ou C' = FEj1, la matrice dont le seul coefficient non nul est le coefficient (1, 1),
qui vaut 1.

On note p®°® la valeur optimale de ce probleme SDP.

Ce probléme est une relaxation du probleme (P1), c¢’est-a-dire qu’on a tou-
jours p?% < p*. L’idée de Parrilo et Sturmfels est de reformuler ce probleme
en termes de formes quadratiques. L’intérét est de pouvoir produire un test
pour vérifier si p%®® = p*.

Formulation en termes de formes quadratiques

On rappelle que N = (', ; désigne le nombre de monomes en n variables
de degré inférieur ou égal a d.

On pose m = N —1, et on identifie S,,(R) avec le R—espace vectoriel R[x]s =
Rz, ..., zm)2 des formes quadratiques réelles en m + 1 variables. Le dual
de S, (R) est noté R[]2 = R[do, ..., Om]2, et le crochet de dualité est donné
par dérivation, et sera noté e. On a par exemple l'identité suivante, valable
pour tout f € R[d]2 et p = (po,...,pm) € R™TL:

" 2
f(ao,...,am)O% (Zpﬁ%) :f(p07~--7pm)- (*)
1=0

Preuve :
On a:

m 2 ['m m
1
0;0; 3 (ZPW%) = 0 Zpkivkaj (ZPM%)]
k=0 Lk=0 k=0
= 0 |pj Zpkxk]
L k=0

= Djpi
On écrit f(z) =) ayjzsx;. On obtient alors :

m 2 m 2
f(0)e % (Zpkﬂik) = Z@ijaiaj % <Zpk$k>
k=0 k=0
= Z Qi PiDj

= f(p),

54
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ce qu’il fallait démontrer. m

Considérons le probleme suivant :

(P4) min f(p)

contraintes go(p) =1
gip) = =9g:(p) =0
ou f,go, ..., gr € R[0]2 sont donnés, et ou I'on cherche une solution optimale

pE RmM+L
Ce probleme peut se réecrire de la fagon suivante :

(P4) min f(0) e q(x)
contraintes go(0) @ q(z) =1
g1(0)eq(z)=---=gr(0)eq(x) =0

m 2
q(z) = % (ZPHk)
k=0

Ce probleme admet la relaxation SDP suivante :

(P) min f(9) e q(x)

contraintes go(0) @ q(z) =1
91(0) e q(z) =+ = gr(0) e q(z) = 0
g(z) = 0

oil g(x) > 0 signifie que ¢ est positive sur R™+1,

L’identité () permet d’affirmer que la valeur optimale de (P4) est supérieure
ou égale a celle de (P), avec égalité si et seulement si (P) admet une solution
optimale de la forme

m 2
q(x) = % <Zpk:93k> :
k=0

La détermination du probleme dual de (P) est immédiate, et fournit le pro-
bleme :

(D) max A

contraintes f(9) — Z 1igi(0) — Ago(0) = 0
i=1

ot la variable est le (7 + 1)—uplet (X, p1, ..., u,) € R™HL
On a alors le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1
Si le probleme primal (P) admet une solution optimale de rang 1, ie de la
forme

1 (& ?
q(z) = 5 (Zpkfﬂk) :
k=0
alors le vecteur (po, . ..,pm) est une solution optimale de (P1).

Variété de Véroneése

On étudie maintenant la minimisation des fonctions quadratiques sur une
certaine variété projective, dite de Véronese. On verra par la suite que ce
probléeme est équivalent au probleme (P1).

Définition 3.2.2

On consideére la variété, dans l’espace projectif de dimension N, paramétrée
par tous les monomes de degré au plus d.

Cette variété est appelée variété de Véronese, et est notée V.

Exemple :
On considere le polynéme

P(r,s,t) =1+ 5" 4+ t* —drst +r + 5+t

Onaalorsn=3,d=2,m=09.
La variété de Véronese est donnée de maniere paramétrique par :

V={(z0:...:29)=(1:r:s:t:r?:rs:s>:rt:st:t?)}

V est en fait une variété torique : on peut trouver un idéal généré par des
binémes quadratiques g1,...,g9, € R[Dp,...,0n], chacun étant de la forme
0:0; — 0 ([5t1]).

Posons maintenant go(9) = 92.

L’équation go(0d) = 1 sur V définit une variété affine V telle que son complété
projectif est V.

Le probleme (P4) est alors équivalent au probléme :

(P5) min f(p)

contraintes p € %

On peut alors faire le lien entre V et le probleme (D) :
la valeur optimale de (D) est le plus grand réel A tel que f— A est une somme
de carrés dans I’anneau des coordonnées de V.
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Retour au probléme initial

On revient au probleme de départ, celui de minimiser le polynéme P. P
peut s’écrire comme une forme quadratique en les monomes de degré < d.
Ce faisant, le probléme de minimiser P est exactement le probleme (P5),
avec f = P.

Exemple :
On considere toujours le polynome

P(r,s,t) =7t + st + ¢t —drst +r + s+t

—4(r)(st) + (1)(r) + (1)(s) + +(1)(2)
= (24)* + (26)* + (20)* — (

Ainsi, pour minimiser le polynéme P, on va résoudre simultanément les
relaxations SDP (P) et (D).

Si la valeur optimale A de (D) est égale au minimum de P sur V, alors
le probleme primal (P) admet une solution optimale de la forme ¢(z) =

2
m
3 (Z pka:k> , ce qui fournit un point optimal p = (po : ... : pm) € V qui
k=0

minimise P.

On obtient donc ainsi un test pour vérifier si p*?* = p* :

On résoud les problemes primal et dual. Si le probléme primal admet une
solution de rang 1, ie de la forme

1 (& ’
q(z) = ) (me) )
k=0
on obtient un candidat pour le minimum de P, et un point ou il est atteint.
En évaluant P en ce point, on obtient une majorant du minimum de P, que
I’'on peut comparer avec le minorant p®®. Si les deux coincident, on a donc
trouvé le minimum de P.

Intérét :

L’intéret de cette méthode est double :

o D’une part, les algorithmes SDP sont efficaces. La dimension qui intervient
dans la relaxation est N, qui croit polynomialement en n (a d fixé), alors
que pour des résolutions algébriques classiques, la mesure qui intervient est
le nombre de Bezout u, qui augmente de maniere exponentielle en n (voir
[PS] pour un survey sur ces méthodes, et la comparaison de N et de ).

o D’autre part, on dispose d’un test pour vérifier si la borne inférieure trou-
vée a la suite de la relaxation est exactement le minimum.

o7

4(21)(z8) + (20)(21) + (20)(22) + (20)(23) € R[z0, . ..



CHAPITRE 3 : Polynémes positifs, sommes de carrés; minimisation

Une autre voie est également possible, combinant également ces deux avan-
tages : la théorie des moments.

3.2.2 Une alternative : GloptiPoly

GloptiPoly est un add-on de Matlab qui résoud numériquement les relaxa-
tions de problemes de minimisation polynomiale sous des contraintes expri-
mées sous la forme d’inégalités polynomiales, utilisant la théorie des mo-

ments ([HL1]). L'optimalité éventuelle de la solution est détéctée, et des
points optimaux sont calculés ([ ])-Voyons tout de suite un exemple d’uti-
lisation.

On reprend 'exemple de Darticle de Parrilo et Sturmfels :

On affiche le plus de chiffres significatifs possibles :
>> format long e
Puis on définit le polynéme & minimiser :

>> P{1} = defipoly(’min x"4+y~4+z"4-4*x*xy*z+x+y+z’,’x,y,2’);
Objective function to minimize: min x"4+y~4+z"4-4*x*xy*z+x+y+z

Enfin, on lance Gloptipoly :

>> output =gloptipoly(P)
GloptiPoly 2.2f - Global Optimization over Polynomials with SeDuMi
Number of variables = 3
Number of constraints = 0
Maximum polynomial degree = 4
Order of LMI relaxation = 2
Building LMI. Please wait..
Number of LMI decision variables = 34
Size of LMI comstraints = 100
Sparsity of LMI constraints = 2.9118) of non-zero entries
Norm of perturbation of objective function = O
Numerical accuracy for SeDuMi = 1e-009
No feasibility radius
Solving LMI problem with SeDuMi..
SeDuMi 1.05R5 by Jos F. Sturm, 1998, 2001-2003.
Alg = 2: xz-corrector, theta = 0.250, beta = 0.500
eqs m = 34, order n = 11, dim = 101, blocks = 2
nnz(A) = 54 + 0, nnz(ADA) = 1156, nnz(L) = 595
it b*y gap delta rate t/tP* t/tD*x feas cg cg
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0 : 3.28E+000 0.000
1 -8.79E-001 1.06E+000 0.000 0.3240 0.9000 0.9000 1.73 1 1
2 : 8.08E-001 2.84E-001 0.000 0.2672 0.9000 0.9000 1.60 1 1
3 : 1.55E+000 7.22E-002 0.000 0.2541 0.9000 0.9000 0.74 1 1
4 : 1.95E+000 1.63E-002 0.000 0.2260 0.9000 0.9000 0.79 1 1
5 : 2.11E+000 6.52E-004 0.016 0.0400 0.9900 0.9900 0.88 1 1
6 : 2.11E+000 7.69E-005 0.151 0.1179 0.9450 0.9450 0.98 1 1
7 : 2.11E+000 1.48E-005 0.000 0.1921 0.9000 0.9000 0.99 1 1
8 : 2.11E+000 1.67E-006 0.073 0.1133 0.9450 0.9450 1.00 1 1
9 : 2.11E+000 1.63E-007 0.490 0.0975 0.9900 0.9900 1.00 1 1
10 : 2.11E+000 4.94E-008 0.000 0.3031 0.9000 0.9000 1.00 2 2
11 @ 2.11E+000 3.36E-009 0.117 0.0681 0.9900 0.9900 1.00 4 4
12 @ 2.11E+000 7.17E-010 0.033 0.2131 0.9000 0.9000 1.00 9 9
13 : 2.11E+000 2.34E-010 0.000 0.3264 0.9000 0.9000 1.00 11 11
iter seconds digits c*x bxy
13 1.4 9.8 2.1129138790e+000 2.1129138787e+000
|Ax-b| = 8.6e-010, [Ay-c]_+ = 3.8E-011, |x|= 4.2e+000, |yl= 4.4e+000
Max-norms: ||bl|=4, |lcl| =1,
Cholesky ladd|=0, |skip| = 2, |IL.L|| = 219.815.

CPU time = 1.359 sec

LMI objective = -2.1129

Checking relaxed LMI vector with threshold = 1e-006
Relaxed vector reaches objective -0.86867

Relaxed vector is feasible

Detecting global optimality (rank shift = 1)..
Relative threshold for rank evaluation 0.001
Moment matrix of order 1 has size 4 and rank 3
Moment matrix of order 2 has size 10 and rank 3
Rank condition ensures global optimality
Extracting solutions..

Relative threshold for basis detection = 1e-006
Maximum relative error = 4.3942e-010

3 solutions extracted

output =
status: 1
obj: -2.112913878652760e+000
sol: {[3x1 double] [3x1 double] [3x1 double]l}

>> output.obj

ans =
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-2.112913878652760e+000

>> output.sol{:}

-1.102258570654554e+000
9.881831264135703e-001
-1.102258570668643e+000

-1.102258570948249e+000
-1.102258570782620e+000
9.881831266139900e-001

9.881831276140625e-001
-1.102258571472540e+000
-1.102258571594003e+000

Ainsi, Gloptipoly retrouve bien le minimum trouvé par Parrilo et Sturmfels
en utilisant leur méthode :

obj: -2.112913878652760e+000
et a extrait les trois points réalisant ce minimum :

>> output.sol{:}
ans =

-1.102258570654554e+000
9.881831264135703e-001
-1.102258570668643e+000

ans =
-1.102258570948249e+000
-1.102258570782620e+000

9.881831266139900e-001
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positifs : aspects quantitatifs

ans =

9.881831276140625e-001
-1.102258571472540e+000
-1.102258571594003e+000

Gloptipoly assure également que le minimum trouvé a partir de la relaxation
est bien le vrai minimum du polynéme (ceci est assuré en vérifiant une
condition de rang sur les matrices des moments) :

Detecting global optimality (rank shift = 1)..
Relative threshold for rank evaluation 0.001
Moment matrix of order 1 has size 4 and rank 3
Moment matrix of order 2 has size 10 and rank 3
Rank condition ensures global optimality

On remarquera la facilité d’utilisation de Gloptipoly.

3.3 L’ensemble des sommes de carrés dans l’en-
semble des polynomes positifs : aspects quan-
titatifs

On étudie dans cette partie la place (au sens quantitatif) qu’occupent les
sommes de carrés parmi les polynomes positifs. On se réferera a l’article
de G. Blekherman [Ble] et aux références citées dans cet article pour les
démonstrations des résultats énoncés ici.

Intérét de cette étude

On a vu dans la partie précédente que I’on pouvait résoudre efficacement des
relaxations SDP basées sur le principe suivant : remplacer les polyndémes po-
sitifs par les sommes de carrés de polynomes. Ces relaxations peuvent étre
résolues a ’aide d’algorithmes performants, alors que dans le cas général, on
est confronté & un probleme NP. La question naturelle est alors de se deman-
der quelle erreur on commet lorsque I’on remplace les polynémes positifs par
les sommes de carrés de polynomes. Autrement dit, trouve-t-on souvent la
solution optimale ou, au contraire, donne-t-on souvent un minorant strict
de cette solution ?

On a d’abord cru ([’5]) que la méthode exposée précédemment fonctionnait
tres souvent. Ce n’est qu’apres les travaux de G. Blekherman que 'on s’est
rendu compte que cette conjecture était fausse.

Dans cette partie nous étudierons donc la place qu’occupent les sommes de
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carrés parmi les polynomes positifs. Utilisant la structure conique de ces
deux ensembles, on peut quantifier cette place en comparant leur volume.
C’est ce qui a été fait dans l'article de G. Blekherman, dont nous donnons
les résultats dans ce qui suit.

Préliminaires

Notation :

Soit u la mesure de Lebesgue sur R™. Soit E une partie Lebesgue-mesurable
de R™.

Le volume de FE est noté vol(E).

Définition 3.3.1

Soit V' un espace vectoriel normé.

Une partie E C 'V est appelée corps conveze si elle est convexe et d’intérieur
non vide.

Notation :
o P = P, o désigne l'espace vectoriel des polynomes réels homogenes de
degré k en n variables. On considere le produit scalaire sur P, o5, suivant :

(f.9) = / fg do
gn—1

ot S”~1 désigne la sphere unité de R” et o 'unique mesure sur S"~! inva-
riante par rotation.
o On considere le cone des polynomes positifs de P, o, :

C= Cn,Zk = {f € Pn,2k‘/ Vo € Rna f(l‘) > 0}

o On considere également le cone des sommes de carrés dans P, o, :

S:Sn,2k:{fepn,2k/f: foafzepn,k}

finie

Afin de comparer quantitativement C' et S, on va introduire pour chacun
une base compacte, et comparer leur volume.

Notation :
o Soit M T'hyperplan formé des polynomes de P, o, d’intégrale nulle sur la
sphére unité :

M={fenu [ 1io=0)
gn—1
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3.3 L’ensemble des sommes de carrés dans I’ensemble des polynomes
positifs : aspects quantitatifs

On note Dy la dimension de M et By la boule unité de M (au sens de la
norme induite par le produit scalaire (.,.)).
On va considérer les sections des cones C et S par I’hyperplan M, a une
translation pres :

r?* désignera le polynome (23 + -+ + 22)k € P, o.
o On introduit maintenant les sections C et S des cones C et S :

C={feM/ f+r*ccC}
S={feM/ f+r*ecs}

Les théorémes

On donne maintenant les résultats de Blekherman concernant les volumes

de C et S.
Théoréme 3.3.2 On a les deux bornes suivantes :

1
VOl (é) Pu 1 1
N 7 > - =
Vol (By) T 2Vak +2n

1
~ T
Vol (5> U eRaA 1
Vol (BM) - k! vnk

On peut maintenant donner un minorant du rapport des volumes de C et
de S :

Corollaire 3.3.3 On a :

ol
k!
c(k) = .
2(2k)142k | /24(4k + 2)

Ainsi, si 'on fixe le degré 2k avec k > 2, alors le rapport tend vers +oo avec
le nombre n de variables, et en ce sens on peut dire qu’il y a beaucoup plus
de polynomes postifs que de sommes de carrés quand le nombre de variables
est grand par rapport au degré.

Sik =1, on sait que C = S, et en effet le minorant dans le corollaire devient
juste ¢(1).
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CHAPITRE 3 : Polynémes positifs, sommes de carrés; minimisation
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