Théoreme de Schmiidgen

Richard Leroy

Séminaire de DEA

Résumé

On donne ici une démonstration algébrique du théoreme de Schmiid-
gen. On étudiera donc certains liens entre polynémes positifs et sommes
de carrés de polynémes, et on donnera au passage une réponse au 17°
probléme de Hilbert.
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1 Positivstellentsatz

La premiere partie de ce document vise a démontrer le Positivstellensatz,
apportant ainsi une réponse au 17° probleme de Hilbert.

1.1 Préordres

Dans ce document, A sera un anneau commutatif unitaire. On sera amené
& considérer les sommes de carrés d’éléments de A :

Y A:={> a}/a; €T}

finie



Définition 1.1.1 Un sur A est un sous-ensemble T' C A véri-
fiant :
T+TCT
Tr T
Vae A,a®> € A

Exemple : Y A2 est un préordre de A, tel que pour tout préordre T C A,
on ait > A%2 C T : c’est le plus petit préordre de A pour Iinclusion.

Exemple : Si T est un préordre de A, le préordre de A engendré par
S ={g1,...,9s} sur T est :

T[S] = Z Tg® = Z teg®/ Ve € {0,1}° t. €T

ec{0,1}° ec{0,1}°

ou l'on a noté ¢g¢ = gi'...¢5° pour e = (eq, ..., €5).
osi S={g}, T[S]=Tlg] =T +Tyg

esiS={g,h}, T[S]=T[g,h]| =T +Tg+Th+ Tgh

osiT:ZAZ,ZAZ[S]:{ > O’ege/V€€{0,1}s,0'e€ZA2}.

e€{0,1}°

Ce préordre est appelé préordre de A engendré par S, et c’est le plus
petit préordre de A contenant S.

1.2 Positivstellentsatz

On note R[X]| = R[X}, ..., X;,]. Soit S = {g1,...,95} C R[X].
On pose K = Kg ={z € R"/ Vi € {1, ..., s}, gi(x) > 0}.

Soit T = Ts = Y_R[X]?[S] le préordre sur R[X] engendré par S.
Théoréme 1.2.1 (Positivstellensatz) (Stengle,1974)
Soit S ={g1,...,9s} CR[X]|, K = Kg et T =Ts définis comme ci-dessus.
Alors, pour tout f € R[X], on a :

(i) f >0 sur Kg < 3Ip,q € Ts,pf =1+¢q

(ii) f >0 sur Kg < 3m € N,3p,q € Ts,pf = f>" +¢q

(iii) f =0 sur Kg < 3Im € N, —f*™ € Ty



Corollaire 1.2.2 (17° probleme de Hilbert)

Soit f € R[X]| =R[X, ..., X,] tel que f >0 sur R™.

Alors f € Y.R(X)?, ie f est la somme de carrés de fractions rationnelles
réelles.

Preuve :
On peut supposer f # 0.
D’apres le Positivstellensatz (i7) appliqué avec S = ) (on a alors K =
R*, T=SR[X]?):ImeN, pf = f>™ +q avecp,qe > R[X]%
> R[X]%) pf= f+q avecp,q€ 3 RIX]
#0 car f#0

1
Par conséquent, p # 0, donc f = %(fzm +4q) = —2p(f2m +q) m

p

| S ——
€T R(X)?2

1.3 Preuve du Positivstellensatz

On va démontrer le (i), puis 'implication (i) = (7).

1.3.1 Preuve du (i)

On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 1.3.1 Soit A un anneau commutatif unitaire.

On suppose que P est un préordre de A mazimal pour la condition
«—1¢ P». Alors :

(i) PU-P=A

(ii) P = PN —P est un idéal premier de A

Preuve :

e (i) Supposons P U —P # A. Soit g € A\(P U —P).
Alors par maximalité de P, on a :
—-1e€ P+gP
{ —1e€eP—gP
donc —1 = s1 + gt = so — gto avec les s;,t; € P.
On a alors :
—gt1 =81 +1
gto = s2 +1
= —g*ita = (s1+ 1)(sa+ 1) =1+ 51 + 82 + 5152
= —1= thth + 51+ 89+ 81859 € P
Contradiction !
Par conséquent, PU—P = A.



e (ii) Soit P =P N —P.
Alors clairement :
0eP
P+PCP
-PCP
PPCP
d’'ot AP =(PU—-P)P C PPU—PP C P : P est un idéal de A.
Montrons qu’il est premier.
Soient g, h ¢ P tels que gh € P. Quitte a remplacer g, h par —g, —h, on peut
supposer g,h ¢ P (car A= PU —P).
Alors, par maximalité de P, il vient :
—-l1e P+gP
{ —leP+hP
donc —1 = s + gt1 = so + htg avec les s;,t; € P
= ghtito = (1 4+ 51)(1 +52) =14 81 + s2+ 8152
= —1 =81 + 89+ 8189 — ghtito € P : contradiction !
Par conséquent, P est un idéal premier de A. m

Lemme 1.3.2 Soit A un anneau commutatif unitaire.

On suppose que P est un préordre de A tel que

e A=PU-P

o P:= PN —P est un idéal premier de A.

Alors P induit un unique ordre sur F' = Frac(A/P) tel que

>0« gh € P (avec h #0).

> Qi

Preuve :
Laissée au lecteur. m

On peut maintenant démontrer le (i) du Positivstellensatz.

Soit donc f € R[X] tel que f > 0 sur Kg.

Supposons qu’il n’existe pas p,q € Tg tels que pf =1+ ¢q, ie =1 =g — fp.
Alors —1 ¢ TS — fTs.

Le lemme de Zorn assure 'existence d’un préordre P de R[X] tel que

Ts — fTs C P, maximal pour la condition —1 ¢ P.

Du lemme 1.3.1, on déduit que R[X] = P U —P et que si I'on pose

P = PN —P, alors P est un idéal premier de R[X].

D’apres le lemme 1.3.2, P induit un ordre sur F' = Frac(R[X]/P) via :

>0 gheP.

Sl



Le morphisme composé R — R[X] — R[X]/P — F montre que F' est une
extension de R, dont 'ordre étend 'unique ordre de R.
D’autre part, il existe x = (21, ..., x,) € F" tel que

{ Vie{l,..,s},gi(x) >0
flz) <0

En effet, posons z; = X; = X; + P.

Alors : Vg € R[X], g = N ap X . XEn g =S apal..akr = g(z).

Reste & vérifier que g; > 0 et que f < 0.
gi>0car g, €Ts CTg— fTs C P.

f<Ocar —f € Tg — fTs C P.

On peut donc appliquer le principe de transfert de Tarski; on obtient alors
Pexistence de y € R™ (et non plus dans F™) tel que

{ Vie{l,..,n},gi(y) >0 (ie y € Kg)
fly) <0

ce qui entre en contradiction avec 'hypothese f > 0 sur Kg m

1.3.2 Preuve du (i7)

On suppose f > 0 sur Kg. Le principe est de passer a une dimension supé-
rieure. On note (z,y) = (1, ..., Tn,y) € R" et R[X,Y] = R[X1, ..., X,,, Y].
On pose 8" ={g1,...,95, Y [ —1,-Y f+1}.

Alors Kgr = {(7,y) e R*™/ Vi=1,...,s, gi(x) >0, yf(z) =1}.
Par conséquent, sur Kg, f(z,y) = f(x) > 0, donc d’apres le (i),

W, qd €Ty, P'(X,Y)f(X)=1+¢(X,Y).

En remplagant Y par 1/f(X) dans cette égalité et en chassant les déno-
minateurs en multipliant de chaque coté par f(X)?™ pour m suffisamment
grand, on obtient :

p(X)F(X) = f(X)*™ + q(X)

avec . .
p(X) = f(X)*"p'( ’W)

m ! 1
Q(X):f(X)2 q(X’TX))

Pour finir la preuve, il suffit de vérifier que p,q € Ts pour m suffisamment
grand. Par définition de Ts/, p’(X,Y’) est une somme de termes de la forme

o(X,Y)g1(X)™.gs(X)* (Y F(X) = DSt (=Y f(X) + 1)+



otte;=00ul, o(X,Y) €S RIX,Y]? disons o(X,Y) = hj(X,Y)%

En remplagant Y par 1/f(X), les termes pour lesquels e;11 = 1 ou egyo =
1 sont nuls. Pour les termes restants, on multiplie par f(X)2™, ott m est
supérieur & la plus grande puissance de Y apparaissant dans les h;(X,Y").

! .
Sion écrit hj(X,Y) = > hi(X)Y*, 1 < m, alors :
i=0

1 —i
FO X, 1) = R (OI(X)™ € RIX
et done f(X) (X, 7ky) = SISy (X, 75 € S RIXP

L’argument pour ¢ est le méme. m

2 Théoréeme de Kadison-Dubois

Dans cette section, A désignera un anneau commutatif unitaire contenant

Q.

2.1 Prépremiers

Définition 2.1.1

e Un sous-ensemble T C A est un de A (en anglais ) si
T+TCT
TrcrT
QtcrT
e Un prépremier T de A est dit st

Vae A,(In e N* ntaeT.

e Un prépremier T de A est dit siT—T=A.

Remarque :
(i) T — T est un sous-anneau de A. Cela vient des identités :

(tl — tg) + (t3 — t4) = (tl + tg) — (tz + t4)

(tl — tg)(tg — t4) = (t1t3 + t2t4) — (t1t4 + tgtg)

(ii) QT est le plus petit prépremier de A. Il n’est générateur que si A = Q
(Qf -Q* = Q).



(iii) T est archimédien = T est générateur (a = (n +a) —n)
(iv) T est un préodre de A = T est un prépremier générateur de A :

) 94 1 2 1 1
e D’une part, 'égalité 2 = (%) (mn) = (ﬁ) + ...+ (

= — ) montre que QT C
n? ng) que Q

VT
mn termes

T.
e D’autre part, 'égalité a = (13%)% — (15%)2 montre que T est générateur.

2.2 T-modules

Définition 2.2.1 Soit T un prépremier de A.
(i) M C A est un de A si :

M+MCM
TM C M
1e M (ie T C M)

(i) Un T—module M de A est dit si

YVae A,In>1,n+ac M.

Remarque :
(i) T est un T'—module
(ii) T archimédien = tout T'—module M est archimédien (car T'C M).

Notation : Si M est un > A2—module, on définit Hj; par :
Hy={a€A/In>1,ntaec M}

Proposition 2.2.2 Soit M est un Y. A2—module. Alors :
(i) Hyr est un sous-anneau de A contenant Q

(i) M est archimédien < Hy; = A

(iii) a®> € Hyy = a € Hy

k
(z'v) Za? e Hy=Vie {1,...,](3},(11' € Hy
=1

Preuve :

(i) : Clairement, Hjs est un sous-groupe de A contenant Q.
Puisque ab = }[(a+b)?—(a—b)?], il suffit, pour prouver la stabilité par mul-
tiplication, de montrer que a € Hy; = a®> € Hy;. Ceci se démontre comme
suit. Supposons que n+a € M. Alors n? +a® € M et
oo = L+ a)n? —a?) + (n— a)(n® - a?)
= o [(n+a)?(n—a)+ (n—a)* (n+a) € M

n
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(ii) : clair
(ili) : Sin—a*>€ M, alorsnta=[(n—-1)+(n—a®)+ (a£ 1)} e M
(iv): Sin—> a? € M, alors n —a? = (n— > a?) + 2@5 € M,
JFT
done, par (iii), n £ a; € M, ie a; € Hy;. m

Corollaire 2.2.3 Soit M un Y R[X]?>~module de R[X] tel que :

n
Ik >1,k-> X7 €M,
=1

Alors M est archimédien.

Preuve :

Comme tout élément de RT est un carré, on a l'inclusion R™ C M, donc
R C H)s (prendre, pour z € R, n = |E(z)| + 1). La démonstration du (iv)
prouve alors que X1,...,X,, € Hys. Par conséquent, Hys (qui est un sous-
anneau de R[X] contenant R, X1, ..., X;,) est égal & R[X], et le (ii) implique
le résultat. m

2.3 Théoréme de Kadison-Dubois

Dans cette section, on étudiera en particulier les morphismes d’anneaux
de A dans R.

Notation :

e On pose x = Hom(A,R). Pour a € A, on définit a : { x—R

a— afa)
e Si S C A, on note xg le sous-ensemble de x formé des morphismes d’an-
neaux a : A — R tels que a(S) C RT.

On aura tout d’abord besoin de deux lemmes.

Lemme 2.3.1 Soit T un prépremier générateur et Q un T—module mazi-
mal pour la condition —1 ¢ Q.

Alors QU —Q = A.

Preuve :
Supposons qu'il existe a € A\(Q U —Q).
Alors, par maximalité de @,



—-1e@+al
{ —-1e@—aT
donc { _1 ; 2 1—32 (avec s; € Q,t; €T)
= t1 +to +tasy +t152 = t1(1 4 s2) + ta(1 4 51) = titea — titea =0
= —t1 = tg + 1951 +t152 € Q.
Soient t3,t4 € T tel que a = t3 —t4 (T est générateur).
Alors —1 = 51 +tia = s1 + tl(tg - t4) = s1 + t1t3 + t4(*t1) € Q,
ce qui fournit la contradiction recherchée. m

Lemme 2.3.2 Soit T un prépremier générateur et QQ un T'—module tel que
-1¢Q.
Alors QNQ = Q™.

Preuve :

D : Par définition, QT C T C Q.
C : Soit r € QN Q, et supposons que r < 0.
Alors Vk > 1,kr € Q
donc Vk > 1,kr + QT C Q
donc U (kr+QM) C @
k>1
[ S ——

=0
donc Q C @ : contradiction! En effet, -1 ¢ Q. =

Théoreme 2.3.3 Soit T un prépremier générateur et () un T —module maxi-
mal pour la condition —1 ¢ Q. On suppose de plus Q archimédien.
Alors il existe un unique morphisme d’anneaur o : A — R tel que

Q=a"'(RY).

Preuve :
e Le lemme 2.3.1 implique que Q U —Q = A.
e Pour a € A, on pose :

U(a)={reQ/r—acQ}
L(a) = Q\U(a)
Alors (L(a),U(a)) est une coupure non triviale de Q, ie :
(i) U(a), £(0) € @

(i) L(a)UU(a) =Q
(1i1) L(a) <U(a)



(7) et (i7) sont claires. Montrons (47).
Soient u € U(a) et | € L(a). Alors
u—a€Q
I—a¢Q
done, puisque A=QU —-Q, —(I —a) € Q
doncu—Il=(u—a)—(l—a)eqQ
doncu—-1€QnN@Q=0Q". o
e Ua)#0:
Q@ est archimédien, donc In > 1,n —a € Q)
e De plus, L(a) #0 :
Puisque @ est archimédien, 3m > 1,m +a € Q.
Supposons que —(m + 1) —a € Q.

Alors =1 = [—(m + 1) —a] + [m + a] € Q : contradiction !
Donc —(m+1) —a ¢ Q, et donc L(a) # 0.
e Soit v : { A-R

a— Inf(U(a))

Alors « est un morphisme d’anneaux (laissé au lecteur : considérer la construc-
tion de R par les coupures de Dedekind).
e De plus, « est unitaire :

U1) ={reQ/r-1cQ}
={reQ/r-1cQn@=0Q"%}
=[1,400[ N QT ¢

e a(Q) CRT:

Onal(q)={reQ/r—qecQ};

Mais les deux conditions r — ¢ € @ et r € Q impliquent
r=(r-q¢+¢e@QnQ=0Q"

donc U(q) C QT, et Inf(U(q)) > 0.
e Soit @' = a1 (RT). Q' est un T-module contenant @ et satisfaisant

—1¢ Q' (car a(—1) = —a(l) = —1).
Par maximalité de Q, Q' = Q.

e unicité :
Soit B un autre morphisme d’anneaux de A dans R tel que

ATHRT) = a7H(RT).

Supposons que a # (. Soit donc a € A tel que a(a) # [(a), disons a(a) <
B(a). Alors il existe r € Q tel que a(a) < r < f(a), dott a —r ¢ a1 (RT),
mais a —r € 371(RT) : contradiction. m
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Corollaire 2.3.4 Soit M un T-module archimédien, ou T est un prépre-
mier générateur.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(@) xnr # 0
(ii) —1 ¢ M

Rappel : xpy ={a: A >R/ a(M) C RT}.
Preuve :

o (i) = (i7) : Si @ € x, alors a(—1) = —1 < 0, donc —1 ¢ M.

e (i) = (i) : Supposons que —1 ¢ M.

Le lemme de Zorn fournit l'existence d’un T-module @ contenant M (donc
lui aussi archimédien) et maximal pour la condition —1 ¢ Q.

Le théoreme précédent assure alors ’existence d’un morphisme o : A — R
tel que Q@ = o H(RT).

Par conséquent, M C Q = a~}(R"), et donc a(M) C RT,ie a € xp;. m

On en arrive maintenant au théoréeme que I’on voulait démontrer dans cette
section :

Théoréme 2.3.5 (Théoréme de Kadison-Dubois, version faible)
Soit M un T-module , ou T est un prépremier archimédien.
Alors, pour tout a € A,

a>0 sur xpr = a € M.

Remarque : La condition a > 0 sur yas équivaut a :

Vo € xar, afa) >0

Preuve :

Soitae Aet My =M —aT.

La condition Yo € xr, a(a) > 0 implique xp, =0 (car —a =0—ax1 € M,
et a(—a) = —a(a) < 0), et donc, d’apres le corollaire précédent, —1 € M.
—1 s’écrit alors —1 =s—at,avecs € M, t €T,

doiat—1=s€ M.

Soit E={reQ/r+aec M}

Puisque T est archimédien, il existe n > 1 tel que n +a € T.
TCM=necX,donc X # (.

Fixonsre X, r>0etk>1telquek—teT.

11



Alors
kr—1+ka=(k—-t)(r+a)+(ta—1)+_rt €M
—_———— ——

€T eM eM eM

dour—q+a=z(kr—1+ka) €M (car € QT CT)
ier — % €.
En itérant, on trouvera un r € ¥ vérifiant r < 0. On aura alors
a=(a+r)+ (-r) €M =
—— ——

eM eQtcTCcM

3 Théoreme de Schmiidgen

On en arrive finalement a la démonstration du théoreme de Schmiidgen.

Fixons S = {g1,...,9s} C R[X]. Posons T = Y R[X]? et reprenons les
notations K = Kget T =1Tg :

K=Kgs={xeR"/ Vie{l,..,s},gi(x) >0}

T =Ts = > R[X]?[S] le préordre sur R[X] engendré par S.

Théoreme 3.0.6 On a l’équivalence suivante :
Ts est archimédien < Kg est compact.

Remarque : Ts est un préordre, donc est un prépremier. L'hypothese T
archimédien signifie que Tg est un préordre supposé archimédien en tant que
prépremier.

Preuve :
o Le sens direct (=) est laissé au lecteur.
e Réciproquement, supposons Kg compact. Alors Kg est borné, donc

dk > 1, k:—ZX,;2>Osur Kg.
=1

n
Le Positivstellensatz implique : Ip,q € T, p(k — > X?) =1+¢q
i=1

)

donec (1+q)(k— > X2) = p (=S X2?eT.
(1+g)( Z,:ZI ) ( ; )

€T
€T
n n
Soit T/ =Tk — Z:leQ] =T+ (k- z:lXZQ)T Du corollaire 2.2.3, on déduit
1= 1=

12



que T" est archimédien

=VaeR[X], Im>1, m—aeT’
n

=m-—a=1t+ (k- > X2tz (avec les t; € T)
i=1

= (m—a)(1+q) = (m—a)p(k— ixﬁ) — (14 q) +plk— S X2 €T

€T =1

€T
En particulier, pour a = ¢, 3m > 1, m — q € T, et donc

(m—q)(1+q)eT.
Dot :
(m—q)(1 +Q)=mq—q +m—qeT (L)

m
(5 q) = _mg+q?eT (L)

m2
L1+L2:>m+j—q€T

k(Ll+L2)+(1+Q)(k_zn:Xi2)+qzn:Xi2

=1
———
eT eT

km? . 9 " 9
:>k:m+4—kq+(1+Q)(k—Z;XZ-)+qZ;XZ» eT
2

k n
:km—k%—l—k—ZXfeT
=1

m 2 - 2
= k(5 +1) —Z:Xi eT

Le corollaire 2.2.3 montre alors que T est archimédien : il suffit de choisir k

n
suffisamment grand pour qu’en plus de la majoration k— Xz-2 > 0 sur Kg,
i=1
on ait k(' +1)? e N*. m

Théoréme 3.0.7 (Schmiidgen) On suppose que Kg est compact.
Alors, pour tout f € R[X], on a limplication :

f>0sur Kg = fels.

13



Preuve :
Kg est compact donc Ts est archimédien (d’apres le théoreme précédent).
D’apres le théoreme 2.3.5, pour tout f € R[X],

f>03urXTS:Xg:>f€TS.

Mais f> 0 sur xs
< Va € xs, af) >0
sVee Kg, f(z) >0 m
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