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On démontre dans cette note le résultat suivant :

Théoréme 1 Parmi 2n — 1 entiers (n > 1), il existe un sous-ensemble de
cardinal n dont la somme des éléments est divisible par n.

Preuve :
Notons B, la propriété a démontrer.

e [l s’agit d’'une propriété multiplicative : si n,m > 1, alors LB, et LB,
impliquent Py

Soient en effet a1, ..., asmn_1 des entiers relatifs. On choisit 2n — 1 éléments
parmi ces entiers. Il existe un ensemble I7 de cardinal n, tel que

Z a; =0 mod n.
i€l
On retire les n entiers et on recommence le procédé. On construit ainsi 2m—1
ensembles [, ... Is,,—1 de cardinal n et disjoints, tels que
S; = Zai =0 mod n.
1€l
On pose S = Sj/n. Parmi les 2m — 1 entiers S7,...,5%,, ;, il existe un

ensemble J de cardinal m tel que

Z S; =0 mod m.
jeJ
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Finalement, Z Z a; est divisible par mn.

JjeJ iel;
e La propriété étant multiplicative, il suffit de montrer B3, pour tout nombre
premier p.

Soit (ay,...,asp-1) € (Fp)?P~1. On veut montrer que l'on peut trouver p
éléments dont la somme est nulle.
On va montrer que le systeme

[an}

P = a1Xf_1+--'+a2p—1X§p__11 =
Q = X{'+o+xplh =0

a des solutions non triviales.

Soit V' C (FF,)?P~! I’ensemble de ces solutions, et a = Card(V) mod p.
On pose R = (1 — PP~1)(1 — QP 1).
On a alors I'équivalence x € V < R(z) = 1, et sinon, R(x) = 0.

Par conséquent, a = E R(z). On veut montrer que « est nul. En écri-
:UEIFZ%;D*I
vant R sous la forme d’une somme de monémes, il suffit de montrer que la

TR . ~ 3 12p—1
somme est déja nulle si R est un monéme de la forme X7'... Xop 1, avec

i1+ iy 1 < (2p—2)(p—1)

2p—1 2p—1
i1 7:2p71 _ U ik
S o = = [ e
xE(IF'p)QP*1 k=1 x€lF, k=1 mGF;

Il existe un k tel que 7, < p — 1 : sinon,

2p—1

= p-1p-1)>2p-2)(p-1)
k=1

[, est cyclique, donc il existe zg € F tel que

S R

zcF k=0 1z
puisque xé’“ £ 1.
Finalement, a = 0, c’est a dire Card (V') est divisible par p.
Or, V contient clairement le vecteur nul, donc contient aussi un élément

non nul z. Soit [ = {1 <i < 2p — 1|x; # 0}.

On a alors I’équivalence i € I < xf_l = 1. Sinon, xé’_l =0.



Par conséquent, 0 = Q(z) = Card(I) mod p. Comme de plus 1 < Card([) <
2p — 1, Card(I) = p.
Et P(x) =0 fournit

icr@ =0 mod p, d’ot le résultat. =

Remarque : Le lecteur avisé aura reconnu la démonstration d’un cas par-
ticulier du théoreme de Chevalley-Warning, et 1'utilisation répétée du petit
théoreme de Fermat.

Remarque : Il ne lui échappera pas non plus la similitude de ce théoreme
avec le résultat suivant, di a Vazsonyi et Sved ([AZ] page 162) :

Théoreme 2 Soient n entiers ai,...,a,. Il existe alors un ensemble de
nombres consécutifs ax41,ak+2,-..,a; dont la somme est divisible par n.

La preuve de ce dernier réulstat est plus aisée, et utilise le principe des tiroirs.

Preuve :

Considérons ’ensemble S = {0,a1,a1 + ag,...,a; + -+ + a,}, ainsi que la
surjection canonique 7 : Z — Z/nZ.

Puisque Card(S) = n+1 > Card(Z/nZ), il existe deux éléments s; et so de
S ayant la méme image par .

Notant s1 = a1 +---+ ap et s =ay + -+ + a; avec par exemple k < [, on
obtient bien

l
E a; =81 — 5o =0 mod n,
i=k+1

ce qui établit le résultat. m
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